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第 一 章 矢量 与 空间 


二 次 型 的 极限 ， 希 耳 伯 特 空间 的 研究 中 主要 关心 的 对 象 
倒 不 是 空间 里 的 矢量 , 而 是 它 上 面 的 算 子 ， 自称 研究 希 耳 伯 特 空 
间 理 论 的 大 多 数 人 实际 上 是 研究 算 子 理论 ， 这 是 由 于 矢量 的 代数 
及 几何 , 线性 泛 函 ,二 次 型 , 子 空间 之 类 的 对 象 都 比 算 子 理 论 容易 
而 且 已 经 相当 好 地 得 到 了 解决 。 这 些 容易 而 且 熟 知 的 东西 , Fe 
是 有 用 的 , 某 些 是 有 趣 的 ,而 且 也 许 某 些 是 两 者 兼备 的 . 

开始 时 请 先 回 忆 , 复 矢 量 空间 H 上 的 双 线 性 泛 函 有 时 被 定 
NAH 与 其 自身 的 笛 卡 儿 乘积 (空间 ) 上 的 关于 第 一 变 元 是 线性 
的 ， 关于 第 二 变 元 是 共 轿 线性 的 复 值 应 数 ; 见 Halmos[i951, 12 

页 ][ 注 ] 。 有 些 数学 家 , 在 这 方面 的 论述 或 在 其 他 一 些 更 普遍 的 范 
围 中 , 使 用 “ 半 线 性 RAE RERE, 还 偶然 用 “型 "代替 “ 泛 函 ””, 
因为 在 拉丁 文中 sesqui 的 意义 是 “一 个 半 ”, 有 人 建议 双 线 性 泛 酉 
可 以 更 精确 地 描述 为 一 次 半 型 (sesquilinear form), 
在 Halmos [1951, 12 页 ] 中 ， 二 次 型 被 定义 为 通过 方程 
=p, 了 ) 与 一 次 半 型 gp 相伴 随 的 函数 pg (ERE, 用 记号 
$ 代替 pg”)。 说 得 更 确切 些 , 二 次 型 是 这 样 的 一 个 函数 Y, 看 在 一 


DE) 这 里 正文 中 引用 的 文献 都 见 本 书 末 的 参考 文献 人 拦 。 一 一 译 者 注 


2 问 题 


个 一 次 半 型 p 使 得 小 () -plJ, 户 ， 这 样 的 存在 性 定义 , 甚至 使 
最 简单 的 代数 问题 , 诸如 两 二 次 型 的 和 是 否 都 是 二 次 型 (是 ), 以 及 
两 个 二 次 型 的 积 是 否 都 是 二 次 型 ( 否 ), 也 成 为 棘手 的 . 

间 题 1. 一 个 二 次 型 序列 的 极限 是 否 一 个 二 次 型 ? 

2. 线性 泛 和 函 的 表示 ， 黎 斯 表示 定理 说 ， 对 于 希 耳 伯 特 空间 
H 上 的 每 一 个 有 界线 性 泛 函 二 必 有 A 中 一 个 矢量 9 与 之 相应 ， 
使 得 二 (六 一 (Jf, 9) 对 一 切 了 了 成立。 这 个 陈述 是 “不 变 ” 的 或 “与 
坐标 无 关 的 ” 因此 根据 流行 的 数学 规范 , (该 陈述 的 ) 证 明 也 必然 
地 是 如 此 ， 麻 烦 的 是 ， 与 坐标 最 无 关系 的 证 明 (就 象 Halmos 
[1951, 82 页 ] 书 中 的 那个 证 明 ) 虽 是 那么 漂亮 , 却 拖 项 了 事物 的 实 
质 . 

问题 2. 求 歼 斯 表示 定理 的 一 个 坐标 化 的 证 明 . 

8 严格 凸 性 ， 在 实 矢 量 空 间 中 ( 关 而 ,特别 是 在 复 矢 量 空间 
中 ) 联 结 两 矢量 上 和 48 的 线段 按 定 义 就 是 形 如 好 十 (1 一 入 9 (此 处 
0<t<1) 的 矢量 全 体 的 集 。 实 矢量 空间 的 子 集 是 西 的 ， 是 指 对 于 
它 记 含有 的 任 一 对 矢量 说 ， 它 也 含有 联结 它们 的 线段 上 的 一 切 矢 
量 。 目 性 在 现代 矢量 空间 理论 中 起 着 日 益 重 要 的 作用 。 希 耳 伯 特 
空间 中 已 有 那么 丰富 的 其 它 更 有 力 的 结构 ， 以 致 凸 性 对 于 它 的 作 
用 , 有 时 不 如 对 于 其 它 矢 量 空间 的 作用 那样 显而易见 ， 在 希 耳 伯 
特 空间 中 凸 集 的 一 个 简易 的 例子 是 单位 球 ， 按 定义 ， 它 就 是 满足 
ISISI 的 矢量 了 全 体 的 集 ， 另 一 例子 是 开 单 位 球 ， 即 满足 | 站 一 
1 的 矢量 了 全 体 的 集 .〈 可 以 把 形容 词 “ 闭 ” 字 加 于 单位 球 , 使 与 它 
的 开 的 形式 区 别 开 来 ， 但 实际 上 这 上 只 在 需要 特别 强调 时 才 用 到 . ) 
这 些 例子 即使 在 一 维 ( 复 ) 希 耳 伯 特 空间 的 极端 情形 也 具有 几何 兴 
趣 ; 这 时 它们 分 别 约 化 为 复 平面 上 闭 的 和 开 的 单位 圆 域 . 

如 果 h=tf + Aig BRAS Ag 的 线段 上 的 一 点 ， 又 车 
0<t<1( 着 重点 是 140 H t 关 了), 那 末 忆 称 为 这 线段 的 一 个 内 点 ， 
如 果 凸 集 的 一 点 不 是 该 集中 任 一 线段 的 内 点 ， 它 就 称 为 该 集 的 一 
个 闹 点 ， 复 平面 中 单位 闭 圆 域 的 端点 就 是 它 的 周 界 ( 单 位 图 ) 上 的 
一 切 点 。 复 平面 中 单位 开 圆 域 没有 端点 。 满 足 |BRez| 上 +|Imz|si 


第 一 章 RES = 3 


的 一 切 复 数 z 的 集 是 是 的 ( 它 由 以 1, i 一 和 一 ?为 顶点 的 正方 
形 的 内 点 和 界 点 组 成 ); 这 个 凸 集 恰 有 四 个 端点 (就 是 二 i 一 1 种 
—t), 

希 耳 伯 特 空间 的 一 个 闲 凸 集 称 为 严格 凸 的 如 果 它 的 一 切 界 点 
都 是 端点 。 这 里 所 用 的 词 “ 界 点 ”具有 通常 的 拓扑 含义 。 与 凸 性 不 
同 , 严格 凸 这 个 概念 不 单纯 是 代数 的 。 在 希 耳 伯 特 空间 以 外 的 许 
多 其 他 空间 中 , 它 也 是 有 意义 的 , 但 要 使 得 它 有 意义 , 该 空间 必须 
有 一 个 拓扑 , 而 且 最 好 是 与 其 线性 结构 恰当 地 联系 起 来 的 。 复 平 
面 中 的 单位 闭 圆 域 是 严格 凸 的 . 

问题 3， 每 一 项 耳 伯 特 空间 的 单位 球 是 严格 西 的 ， 

叙述 这 个 问题 是 要 引起 对 一 个 范围 内 的 思想 的 注意 ， 而 且 为 
后 面 的 某 些 工作 准备 基础 它 并 没有 重大 的 内 在 的 兴趣 ; 它 是 十 
分 容易 的 . 

和 .连续 曲线 .一 个 无 限 维 希 耳 伯 特 空间 比 它 的 外 挽 更 为 宽 
广 ; 展示 出 它 的 广 训 性 的 一 个 动人 的 方法 是 去 研究 它 里 面 的 连续 
HR. AAAS E 中 的 连续 曲线 是 一 个 从 单位 闭 区 间 到 H 
的 连续 函数 ; 如 果 这 函数 是 一 对 一 的 , 曲线 便 是 角 单 的 ， 参 数 区 间 
Fe,， 刀 所 确定 的 曲线 了 的 发 就 是 矢量 (2) 一 Fej、 由 区 间 [w, b] 
Allo, 四 所 确定 的 两 弦 称 为 不 相 覆 选 是 指 区 间 [4, 到 和 [o, LBS 
以 一 个 端点 为 公共 点 。 MRAR EDEMEZ, 那么 曲 
线 在 经 过 它们 的 最 远离 的 端点 间 的 一 段 时 转 过 了 一 个 直角 。 如果 
一 条 曲线 对 于 它 的 任 一 对 不 相 覆 闪 的 弦 都 是 如 此 ， 那 末 它 就 象 是 
在 每 一 点 痢 突 然 转 过 一 个 直角 , 因此, 特别 地 , 它 在 每 一 点 都 将 没 
有 切线 . 

问题 S， 对 每 一 无 穷 维 靖 育 伯 特 空间 ,构造 一 个 简单 连续 曲 
线 使 具有 性 质 ; 它 的 任 癌 两 条 不 相 疹 迁 的 纺 互 相 正 交 ， 

5. 线性 维 数 . 对 一 个 希 耳 伯 特 空间 Hi, 维 数 的 概念 可 以 
有 两 种 涵义 ， 由 于 耳 是 一 个 矢量 空间 , 它 有 一 个 线性 维 数 ， 由 于 
H 还 有 一 个 内 积 结构 , 它 又 有 一 个 正 交 维 数 ， 统一 处 理 这 两 概念 
的 一 个 途径 是 先 证 明 H 的 所 有 基 (basis) 有 共同 的 基数 《cardinal 
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number), 然后 把 所 有 基 的 这 个 共同 基数 定义 为 H 的 维 数 ; 这 两 
概念 的 区 别 在 于 基 的 定义 ， 互 的 Hamel 基 ( 也 叫做 线性 基 ) 指 
HEH 的 极 大 线性 无 关子 集 ，( 请 记 起 ,如 果 一 个 无 穷 集 的 每 一 
有 限 子 集 都 是 线性 无 关 的 , 这 个 无 穷 集 便 叫 做 线性 无 关 的 ， 还 有 ， 
每 一 矢量 是 任 一 Hamel 基 中 有 限 个 矢量 的 线性 组 合 , 但 这 一 点 
对 当前 的 目的 说 是 不 相干 的 . E 的 就 范 正 交 基 是 HE 的 一 个 极 大 
就 范 正 交 子 集 ，( 对 线性 理论 说 , 有 限 项 展开 式 的 合适 的 类 比 是 希 
耳 伯 特 空间 中 常用 的 富里 叶 展开 式 ). 

WBS. 是 否 存 在 着 具有 线性 维 数 No 的 项 耳 伯 特 空间 ? 

6. 73 Vandermonde 矩阵 ， 希 耳 伯 特 空 间 YP, BEN, 是 
由 使 È | 名 ?< co 的 复数 序列 《Eo En bo, …》 全 体 组 成 ， 线 性 
运算 是 逐 坐 标的 [1 而 内 积 定义 为 

(Eo, Er Ea, =>, lno, M Ms, >) = DI dah 
问题 6， 如 果 0 一 |e| <1, 又 如 果 
太一 《人 a, a, oa S, k=l, 2,3, =, 
KM fe 全 体 组 成 的 集 在 也 中 的 张 成 空间 ， 推 广 ( 于 其 他 夫 量 
集合 ) 并 讨论 (在 有 限 维 空间 的 ) 特 殊 情 形 . 
7. 近似 基 . 
问题 ?如果 fer, 6z，6s,…} 是 希 耳 伯 特 空间 H 的 一 个 就 


范 正 交 基 ， RR (fr, fo, Jo JAH 的 一 个 就 范 正 交 子 集 ， 
TÈ 


ls, 
则 诸 向 量 f 张 成 空间 下 (因此 形成 看 的 一 个 就 范 正 交 基 )， 
这 是 较 难 的 ， 有 许多 属于 这 一 类 型 的 问题 最 初 的 一 个 明显 
地 属于 Paley 和 Wiener, 有 关 的 评述 和 详细 参考 文献 ， 参 看 
Riesz—Nagy [1952, No. 86]. 上 面 的 说 法 是 Birkhoff-Rota [1960] 


[ 注 ] 指 矢量 相 加 或 乘 以 一 个 数 只 须 将 各 坐标 对 应 相 加 或 以 该 数 很 各 坐标 . ~ 一 
aE: So 
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所 论述 ， 

8. KEN. 如 果 耻 各 是 希 耳 伯 特 空 间 的 正 交 子 空间 , 则 
MN 是 闵 的 (因此 M+N=MVN), EHR PA 
的 假定 ,但 它 保证 了 结论 的 成 立 。 某 些 条 件 总 是 必要 的 ; 如 果 不 附 
WEHBE, W M-N 不 一 定 是 闭 的 (人 参看 Halmos [1951, p. 
28]， 和 下 面 的 问题 条 中 了 两 是 在 另 一 很 时 的 但 二 是 沉沉 有 用 的 
(Be FAH. . 

问题 8. 如 果 天 是 希 耳 伯 特 空间 H 的 一 个 有 限 维 线性 流 
形 ,又 如 果 了 本 是 耳 的 一 个 子 空间 ( 闭 线 性 流 形 ), MEH MN 
必须 是 闭 的 (因而 等 于 张 成 空间 MVN). 

这 个 结果 有 一 个 推论 ( 它 也 易于 直接 证 明 )， 即 每 一 有 限 维 线 
性 流 形 都 是 闭 的 ; 这 只 要 令 N= {0} 即 得 。 

9. 于 空间 格 ， 一 个 希 耳 伯 特 空间 的 一 切 子 空间 的 集 类 是 一 
Ait, 这 就 是 说 , 这 个 集 类 ( 依 包 含 关 系 ) 是 偏 序 的 ,而 且 它 的 任 二 
元 素 MAN 有 一 个 最 小 上 界 或 上 确 界 ( 即 张 成 空间 MVN) 和 
-RRT RTRA MANAN). 如 果 下 式 ( 以 适用 于 子 空 
间 格 的 记号 表示 )， 

LA (MV N) = (LNMY (LNN) 
对 任意 的 工 M, N 成 立 , 这 个 格 就 被 称 为 分 配 的 

这 个 分 配 性 条 件 可 减弱 为 所 谓 模 性 的 条 件 ; 一 个 格 称 为 模 格 ， 
如 果 上 面 所 写 的 分 配 律 至 少 当 NCL Roe, 此 时 自然 有 LAN 
一 下 ,而 上 面 的 恒等式 变 成 

LN (MVN)= (LNMW VN, 
〈 仍 在 假设 条 件 NCL 下 成 立 ,) 

由 于 一 个 项 耳 伯 特 空间 与 任 一 同 维 数 的 希 耳 伯 特 空间 在 几何 
上 是 没有 差异 的 ， 所 以 它 的 子 空间 格 的 模 性 和 分 配 性 很 清楚 地 只 
与 它 的 维 数 有 关 ， 

问题 9。 对 哪 一 个 基数 m ih, BK m 的 希 耳 伯 特 空间 的 子 
空间 格 是 模 格 ? 2D RH? 

10. 局 部 紧 性 与 维 数 。 对 希 耳 伯 特 空间 说 , 许多 整体 的 拓扑 
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问题 易于 答复 , 解答 或 则 是 简单 的 是 或 否 , 或 则 依赖 于 维 数 ,例如 ， 
每 一 希 耳 伯 特 空间 是 连通 的 ， 但 是 希 耳 伯 特 空间 当 且 只 当 它 是 平 
凡 的 0 维 空间 时 才 是 紧 的 。 同类 的 问题 可 以 倒 过 来 提出 :; 已 知 关 
于 一 个 希 耳 伯 特 空间 前 维 数 的 某 些 信息 (例如 , 它 是 有 限 的 ) 求 使 
如 此 的 空间 区 别 于 一 切 其 他 维 数 的 希 耳 伯 特 空间 的 拓扑 性 质 . 这 
样 的 问题 有 时 有 有 用 且 漂 亮 的 解答 . : 

问题 如 .项 耳 伯 特 空间 当 且 只 当 它 是 有 限 维 时 是 局 部 紧 的 ， 

11. TASER. 

gl. 希 耳 伯 特 空间 吾 Ya FY dimH<k 时 是 可 分 
的 ， 

19， 项 定 伯 特 空间 中 的 济 座 ， 无 限 维 项 耳 伯 特 窑 间 怡 当地 
认为 有 限 维 欧 氏 空间 的 最 成 功 的 无 限 维 推广 ， 在 它们 的 代数 和 拓 
扑 结构 以 外 , 有 限 维 欧 氏 空间 还 具有 测度 ; 把 它 也 推广 到 无 限 维 空 
间 去 也 许 是 很 有 用 的 。 为 此 已 经 做 了 各 种 不 同 的 堂 试 (参看 
Léwner [1939] Segal[1965]), 天 真 的 愿望 是 寻求 一 个 (最少 ) 
定义 于 波 雷 耳 集 全 体 所 组 成 的 集 类 ( 开 集 生成 的 ec- 体 ) 上 的 可 列 
可 加 集 函 数 u, 使 对 一 切 波 雷 耳 集 M H O<p(M)<co, (提醒 
上 人 句 的 括号 中 波 雷 耳 集 的 定义 与 Halmos[1950b] PRAT). 为 
使 点 适宜 地 与 空间 的 其 他 结构 联系 起 来 ， 提 出 每 一 开 集 [ 注 ] 有 正 
测度 且 测 度 在 平移 下 不 变 的 要 求 是 说 得 通 的 (第 二 个 条 件 意 指 : 对 
每 一 矢量 f 和 每 一 波 雷 耳 集 M 有 jp《J+ 必 ) pp(M))， 如 果 现 
在 “测度 ”一 词 就 用 以 描述 适合 这 些 条 件 的 集 函 数 ， 那 末 下 面 的 问 
题 指明 这 个 天 真 的 愿望 肯定 是 不 能 实现 的 . 

B R. 对 一 个 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 的 每 一 测度 说 , 任 一 非 
空 球 的 测度 是 无 穷 大 。 
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13. 子 空间 的 弱 闭 包 ， 希 耳 伯 特 空间 是 一 个 距离 空间 ,而 由 
， GE] 显然 指 非 空 开 集 。 一 一 详 者 注 . | 
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于 此 , 它 是 一 个 拓扑 空间 . 希 耳 伯 特 空间 的 距离 拓扑 (或 范 数 拓扑 ) 
常 称 为 强 拓 扑 ， 强 拓扑 的 基 是 开 球 的 集合 ,也 就 是 可 表示 如 

{f: | f-—Fol <2} 
的 子 集 全 体 , 这 里 fo( 中 心 ) 是 一 个 矢量 ,se (半径 ) 是 一 个 正 数 。 

称 为 弱 拓 扑 的 另 一 拓扑 在 希 耳 伯 特 空间 理论 中 有 重要 作用 . 
弱 拓扑 的 一 个 子 基 ( 不 是 一 个 基 ) 是 所 有 如 下 的 集 的 集 类 

{f:| Cf~fo, go) |<e}. 
由 此 推 知 弱 拓扑 的 基 是 可 吉 为 | 
{f:|(f—fo, 9) |<e, t=1, 2, +, k} o 
的 子 集 全 体 的 集 类 ,这 里 万 是 一 个 正 整 数 ,fo，g1,…',， gx ERE, 
而 se 是 一 个 正 数 . 

有 关 这 些 拓扑 的 事实 可 以 通过 (文法 上 说 ) 妥 切 地 使 用 < 能 ?和 
“ 强 ” 两 词 来 描述 ，。 例 如 , 一 个 函数 可 以 说 是 弱 连 续 的 , 或 序列 可 以 
说 是 强 收敛 的 ; 这 些 短 语 的 意义 该 是 很 明显 的 ， 没有 饰 语 的 拓扑 
词汇 都 指 强 拓扑 ; 这 个 惯例 读者 在 前 此 各 问题 中 已 经 见 到 了 . 

每 当 集合 被 赋予 一 个 拓扑 时 ， 许 多 技术 性 问题 就 自动 要 求 我 
MAKER. (空间 适合 哪 一 个 分 离 性 公理 ? 它 是 否 紧 的 ? ET 
连通 的 ? ) 如果 考察 的 是 一 大 类 集合 (例如 希 FH 特 空 站 间 全 体 的 
类 ), 就 发 生 分 类 问题 ，( 哪 一 些 是 局 部 紧 的 ， 哪 一 些 是 可 分 的 ? ) 
如 果 所 说 的 集合 (或 许多 集合 ) 已 经 有 某 种 结构 ， 则 应 检查 原 有 结 
构 与 新 拓扑 间 的 关联 。( 闭 单位 球 是 否 紧 的 ?内 积 是 否 连 续 ? ) 最 
后 , 如 果 考 虑 的 拓扑 不 止 一 个 , BAD ARI 楚 诸 拓扑 间 的 关系 . 
( 弱 紧 集 是 否 强 闭 ? ) 这 类 问题 中 的 大 多 数 ,虽然 是 很 自然 的 ,而且 
事实 上 也 是 不 可 避免 的 , 却 可 能 不 是 那么 令 人 感 兴趣 的 , 就 因为 这 
样 ,多 数 这 类 问题 不 见于 下 文 . 下 文 提 到 的 问题 都 是 通过 某 种 (可 
能 是 主观 的 ) 检 验证 明 它们 是 值得 提出 的 ,这些 检验 有 如 ,有 一 个 
出 人 意外 的 答案 ; 有 一 个 微妙 机 巧 的 证 明 ; 或 有 一 个 重要 的 应 用 ， 

问题 13. 每 一 弹 闭 集 是 强 闭 的 ， 但 遂 命 题 不 真 . 虽然 如 此 ， 
+P GS MEE TEAS 一 强 闭 的 线性 全 ) 是 弱 闭 的 ， 

14. 范 数 和 内 积 的 弱 连 续 性 . 对 每 一 固定 的 矢量 g, BA J> 
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Cf, ) BER, RERALRE BAUME, EIR A {fa} 
BURT f, 当 且 只 当 对 每 一 9 Af, NOS, 四,) 这 一 点 加 上 
PUBL (SESE) MEE, 蕴涵 着 对 每 一 固定 矢量 了 说, 函数 9 ~ CS, 
DEREZ. SFTS, O ACS, 四 的 这 两 个 断 语 说 明 , 从 序 对 
<S, D 到 其 内 积 ( 户 分 的 映 象 对 于 其 两 变 元 中 的 每 一 变 元 说 是 
分 别 地 弱 连 续 的 . 

很 自然 地 会 问 ; 该 映 象 是 否 对 两 变 元 一 并 地 弱 连 续 , 易 见 答案 
是 否定 的 。 在 解答 13 里 已 经 见 到 一 个 反例 ; 但 在 那里 用 于 一 个 稍 
为 不 同 的 目的 。 如 果 fer, e 6s,…} 是 一 个 就 范 正 交 序 列 , 则 en 
一 0 (R), BHU n A (en 6) 一 1。 本 例 同 时 指出 ， 范 数 不 是 弱 
连续 的 。 事实 上 可 以 这 样 说 ， 弱 收敛 与 强 收 剑 间 的 唯一 区 别 在 于 
范 数 有 可 能 是 不 连续 的 : 一 个 弱 收 敛 序列 (或 网 )， RISE 
RER, 就 自动 地 成 为 强 收敛 的 . 

问题 14, 如 果 fo-> fH) 21 fal Lf 1M fo PCR). 

15. 颈 可 分 性 ， 由 于 每 一 集 的 强 闭 包 包 含 于 其 弱 闭 包 中 ( 参 
看 解答 18), 可知 如 果 一 个 希 耳 伯 特 空间 是 可 分 的 ( 即 强 可 分 的 )， 
它 也 是 弱 可 分 的 。 其 逆 如 何 ? 

问题 5， 是否 每 一 个 弱 可 分 希 耳 伯 特 空间 都 是 可 分 

16. 一 致 弹 收敛 性 ， 

问题 16.， 和 强 收 效 性 同 于 在 单位 球面 上 一 致 弱 收 效 性 。 准 确 
地 说 ;| f, 一 用 一 0 SER Hahl, fo, D- Rekat 
G, 9). 

17. 单位 球 的 弱 紧 性 ， 

问题 17。 希 耳 伯 将 空间 的 闭 单 位 球 是 弱 紧 的 。 

这 个 结果 有 时 被 称 为 Tyehonoff-Alaoglu 定理 ， 其 难度 不 
亚 于 其 重要 性 ， 它 是 十 分 重要 的 。 

18. 单位 球 的 弱 可 距离 化 性 。 紧 性 是 好 的 性 质 , 但 紧 集 而 又 
可 距 高 化 , 那 就 更 好 了 ， MERER EZA, ZAR REN, 
它 是 否 也 是 弱 可 距离 化 的 . 

问题 18. TPARGHE MHA RG MICH E ET ER 
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化 的 ? 

19. 弱 可 距离 化 性 与 可 分 性 . 

问题 19.， 如 果 一 个 希 耳 伯 特 空间 HE 的 单位 球 的 弱 拓 提 是 可 
距离 化 的 ,再 一 定 是 可 分 的 吗 ? 

。 W. 一 致 有 界 性 。 著名 的 (对 一 切 巴 拿 哈 空 间 成 立 的 )“ 一 至 
AREEN KE: 逐 点 有 界 的 有 界线 性 泛 函 的 集 是 有 界 的 , 该 断 
语 的 假设 和 结论 可 以 用 适 于 希 耳 伯 特 空间 H oR ee OT. 
对 H 的 一 子 集 严 说 , 逐 点 有 界 也 可 以 则 做 弱 有 界 ; 其 意 指 ,对 H 
中 每 一 元 f, 存在 一 个 正常 数 a( EIS, DISH T p 
切 元 9 成 立 ， 该 断 语 的 结论 意 指 存在 一 个 正常 数 B, ICS, 9)1 
<Alfixt E 中 一 切记 和 里 中 一 切 9 成 立 ; RPE SH Tal 
<AyMT Hyg 成 立 。 显 然 , 希 耳 伯 特 空间 的 每 一 有 界 子 集 是 
弱 有 界 的 ， 一 致 有 界 性 原理 (对 希 耳 伯 特 空间 的 矢量 说 ) 是 其 逆 定 
理 : 每 一 弱 有 界 集 是 有 界 的 . 一 般 原 理 的 证 明 是 一 个 稍为 繁复 的 
HEM, Dunford-Schwartz[1958, p. 491 是 一 致 有 界 原理 的 一 般 
研究 的 一 个 标准 参考 文献 . 

问题 20. 试 求 一 个 希 卫 伯 特 空间 中 一 臻 有 界 性 原理 的 初等 
TE AR] , 

(在 这 一 段 论述 中 , 一 个 证 明 是 “初等 "的 指 它 没有 用 到 Bairo 
的 纲 定理 . ) 

一 致 有 界 性 原理 的 一 个 常用 推论 是 : 弱 收 倒序 列 必 有 界 . 证 
明 是 完全 初等 的 ， 由 于 收敛 数 列 是 有 界 的 , 易 知 弱 收 敛 矢 量 序列 
是 弱 有 界 的 。 自 然 ， 此 类 断 语 对 网 不 成 立 。 关于 序列 的 结果 的 一 
个 浅 易 而 有 用 的 推广 是 ; 弱 紧 集 必 有 界 , 理由; 对 每 一 了 , BRR g> 
(外 把 一 个 弱 紧 集中 的 所 有 g 映 成 一 个 紧 的 因而 是 有 界 的 数 
集 ,因此 一 个 弱 紧 集 是 弱 有 界 的 . 

21. 希 耳 伯 特 空间 的 弱 可 距离 化 性 。 前 面 的 某 些 结果 , 尤其 
显著 的 是 单位 球 的 弱 紧 性 和 一 致 有 界 性 原理 , 说 明 对 有 界 集 说 , 弱 
拓扑 具有 良好 性 质 , 对 无 界 集 说 就 不 是 如 此 ， 

(RW. 无穷 维 送 耳 伯 特 空间 的 弱 拓 扑 不 是 可 距离 化 的 。， 


10 .人 向 E 


本 题 的 最 短 证 明 是 巧妙 的 . 
22. 天 上 的 线性 泛 函 、 如 时 
Lar, aa, as, DEP H <B Bo, Bs, DEP, 
则 Labi, C2Be, 383 > EP, 
下 面 的 断 请 是 一 个 着 定理 ; EDA, P 序列 是 仅 有 的 这 样 的 序 
列 : 它 与 每 一 如 序列 的 积 在 让 中 . 
BER. te RG Zl on|?<oe 时 必 有 E larba] < co, M 


23. Fase te. 希 耳 伯 特 空间 的 矢量 序列 {Gat 称 AHF 
序列 ,如 果 对 空间 中 每 一 f， 数 列 LCF, Ga) } 是 一 个 哥 西 序列 (这 
个 定 文 一 定 在 意料 中 )。 腊 哥 西 网 可 以 完全 一 样 地 定义 :只 须 把 词 
“序列 ”都 换 成 “网 ”说 一 个 希 耳 伯 特 空间 或 其 一 子 集 是 弱 完 各 
的 ， 意 指 它 的 每 一 弱 哥 西 网 有 一 (属于 它 的 ) 弱 极限 . 如 果 只 知道 
这 个 结论 对 序列 成 立 , 这 个 空间 就 叫做 序列 弱 完 备 的， 

问题 和，(a) 无 穷 维 硕 耳 伯 特 空间 都 不 是 咽 完 备 的 。(b) 哪 
些 硕 耳 伯 特 空 间 是 序列 弱 完 备 的 ? 
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7A. 解析 希 耳 伯 特 空间 .解析 函数 从 见 条 途径 进入 希 耳 伯 特 
ZA, 其 作用 之 一 是 提供 启发 性 例子 。 构造 这 些 例子 的 典型 方法 
是 考虑 一 个 区 域 DC 区域 ” 指 复 平 面 的 一 个 非 空 连通 开 子 集 ), 令 
所 表示 D 土 的 平面 勒 贝 格 测度 而 令 A?(D) 表 示 在 也 内 解析 上 且 
关于 凡 平 方 可 积 的 复 值 函 数 全 体 的 集 ， 最 重要 的 特例 是 卫 是 一 
个 开 单位 圆 域 , D= {z: |z| <1}; 对 应 的 函数 空间 将 仅 用 A ER, 
不 论 DEHN, RAD) BERTH AHMAR IR R H 
空间 , 它 也 是 一 个 内 积 空间 ,其 内 积 由 下 式 定义 ， 


DJ OIO tue), 
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MA. D 上 平方 可 积 解析 元 数 空间 AD) 本 来 就 是 一 个 
项 耳 伯 特 空间 ,还 是 先 要 完备 化 才能 成 为 希 耳 伯 特 空间 ? 
25. A? 的 基 . 7 
问题 中 .如果 enG) =v Mtl) /az", HP l2| <1 Hh n=0, 
1, 2, +, 则 这 些 en 构成 A 的 一 个 就 范 正 交 基 , 如 果 EA? 有 
素 劳 级 数 Sar, 则 on= MV (n-+1)/a (f, en), n=0, 1, 2 
26. H? 中 的 实 函 数 。 除 大 小 ( 维 数 ) 之 外 , 希 耳 伯 竺 空间 相 
互 之 间 是 很 相似 的 。 要 使 一 个 希 耳 伯 特 空间 比 它 的 近邻 更 有 趣 
些 ， 就 必须 用 外 吉 的 结构 来 充实 它 ， 例 如 ， 空 间 A?(D) 之 所 以 有 
趣 是 由 于 它 的 元 素 的 解析 性 质 ， 另 一 被 称 为 H (此 处 BE 
Hardy) 的 重要 希 耳 伯 特 空间 , 具有 通常 希 耳 伯 特 空间 所 未 见 的 某 
些 结构 , 它 是 如 下 定义 的 ， 
S O 表示 复 平面 的 单位 贺 , C= {2 \2|=1}, Hoe RR OH 
波 雷 耳 子 集 上 的 勒 贝 格 测度 ( 弧 长 的 扩张 ), 但 经 过 规范 化 使 .C0) 
Cm w(C) 20), 如果 en(z)—2", 其 中 |z| =1(m=0， 土 1 
…)， 则 由 初等 微 积分 知 诸 函 数 en 构成 LC) 的 一 个 就 范 正 
rt a SRE AY EE BE Pl Weierstrass 的 多 项 式 逼 近 定理) 
容易 推 知 诸 en 构成 La 的 一 个 就 范 正 交 基 。 (es 的 有 限 线性 组 合 
称 为 三 角 多 项 式 . ) KEY, SH H 就 是 mw>>0 的 诸 6, 所 张 成 
的 Le 的 子 空间 ; 等 价 地 说 ， 了 2 也 是 fea, ea ea, … 小 在 了 中 
的 正 交 补 空间 。 一 个 与 联 ? 相关 联 而 起 对 侦 作 用 的 空间 就 是 ws 
0 的 诸 en 张 成 的 子 空间 ; 它 将 记 为 H”, 
依 于 就 范 正 交 基 fe:n 一 0， 土 ， 土 3,*…} 的 富里 叶 展 开 式 形 
式 上 类 似 于 解析 函数 理论 中 的 罗 朗 展开 式 . 这 种 相似 性 启发 我 们 
称 H? 中 的 函数 为 L 中 的 解析 元 素 ; HY” 中 的 元 素 则 称 为 共 
HRH. E 有 一 个 子 集 (线性 子 集 但 非 子 空间 ) 在 技巧 上 具 
有 相当 重要 性 ， 它 就 是 Hz 中 的 有 界 函 数 全 体 的 集 互 ; 或 等 
Ora, H 是 Le 中 这 样 的 函数 全 体 的 集 ， 对 这 些 函数 说 ， 
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| feldy—O(n=—1, —2, -8 …)， 类 似 地 , H! E Lt 中 这 样 的 


函数 全 体 的 集 ,对 这 些 函 数 说 ， 同 样 的 方程 也 都 能 成 立 。H!, H 
和 于 ”所 特有 的 风格 来 自 非 负 整数 半 群 在 全 体 整 数 所 成 加 群 内 
的 结构 ， 

习惯 上 把 象 Ht, H? 和 H” 这 一 类 空间 中 的 元 素 说 是 函 e 
在 前 段 中 我 们 就 遵从 了 这 个 习惯 .这 个 习惯 不 至 于 把 使 用 者 引入 
迷途 ， 只 要 随时 都 记 住 定语 “几乎 处 处 >。 这 样 , “有 界 ” 指 本 性 有 
R, WARS =O" RRS 是 实 的 ”或 “| 了 一世 的 一 切 陈述 ， 说 它们 
是 真 的 都 应 解释 为 几乎 处 处 真 的 。 

某 些 著者 设法 把 Hardy 空间 定义 成 为 真实 的 函数 空间 (由 单 
位 圆 域 上 的 解析 涟 数组 成 ). 用 此 方法 (参看 问题 28),“ 玉 乎 处 处 ” 
的 困难 仍然 存在 , 但 移 于 他 处 ; 它们 表现 于 有 关 画 数 在 边界 上 的 极 
限 性 质 的 问题 中 (这 些 问 题 必 然 要 被 提出 并 要 求 回答 ). 

不 论 用 什么 方法 研究 E 中 的 函数 ， 总 希望 它们 有 类 似 于 解 
析 函 数 的 性 质 ， 下 面 的 陈述 显示 了 这 一 方向 的 迹象 ， 

问题 26. :如果 是 H? 中 的 一 个 实 函 数 ， 那 未 外 是 一 个 党 
数 ， 四 

27. H 中 的 乘积 ， 关 于 Hardy 2 空间 的 最 深刻 的 陈述 都 与 
它们 的 乘法 结构 有 关 。 下面 的 陈述 是 容易 得 到 的 一 个 样本 。 

问题 网. Pye Zane et H 

该 陈述 的 一 种 着 命题 是 真 的 ， 每 一 H 中 的 函数 是 BP 中 两 
函数 的 积 。( 参 看 Hoffman[1962, p. 52]. ) 比 起 道 命题 来 , Ef 
题 在 希 耳 伯 特 空间 理论 中 更 为 有 用 ， 而 且 在 正 命题 的 证 明 中 所 用 
的 技巧 更 接近 于 适宜 于 本 书 的 (技巧 )， 

28. H 的 解析 特征 。 如 果 SCH? 且 具 有 富里 叶 展 开 式 /= 


Ši anen W È lanl’ <oo, MRS of” 的 收 合 半 径 大 或 
等 于 I、 由 常见 的 以 系数 表示 收敛 半径 的 式 子 可 推 知 守 级 数 
总 ”定义 一 个 开 单位 加 域内 的 解析 函数 RAR SFERE 
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线性 的 ) 建 立 起 H? 与 集 E 间 的 一 一 对 应 , BE? 表示 在 D 内 解析 
且 其 泰 勤 系 数 的 级 数 平 方 可 和 的 函数 全 体 ， 
HB. ep- ATAMA YH MH HH, Cle) = 


> Oy, 2", 又 若 Jr (2) =(rz2), 0<r<i Eje] =1, 则 对 每 一 个 有 
pp CHE, 级 数 = la, [KS YS BR YK, (AR 


”许多 著者 把 HH? 定义 成 BD, yenki, EO eae 
域内 泰勒 级 数 平方 可 和 的 解析 函数 组 成 , 或 等 价 地 说 , 由 具有 有 界 
的 “同心 图 I? 范 数 "的 解析 函数 组 成 。 如 果 g 和 由 是 两 个 这 样 的 
BM, 9) 一 È one” B pe) = È BZ, 则 其 内 积 (p, 时 定义 为 
Soe, EFE 与 É 间 存 在 着 一 一 对 应 了 一 各 E xA 
定义 和 上 面 的 定义 实际 上 是 一 码 事 。 ME SEH, 它 在 年 ? 中 的 
象 可 以 说 是 了 向 圆 域内 都 的 扩张 (参看 解答 82)， 由 于 H" ag 
于 EP 中 ,这 个 概念 对 于 Be 的 元 素 也 有 意义 ,全体 E 的 元 素 
的 扩张 组 成 的 集 将 以 He 表示 之 ， 

299. 函数 希 耳 伯 特 空间 。 有 许多 希 耳 伯 特 空间 的 常见 例子 被 
称 为 函数 空间 , 而 其 实 它们 不 是 (函数 空间 )， 如 果 一 个 测度 空间 
有 非 空 的 测度 为 0 的 集 (而 通常 正 是 这 样 ), WELE K k L 空间 
不 是 由 函数 组 成 ， 而 是 由 以 测度 为 0 的 集 为 模 的 函数 的 等 价 类 组 
成 , 而 且 没 有 用 “代表 元 ”来 辨认 这 样 的 等 价 类 的 自然 的 方法 ， 无 
论 如 何 ， 确 有 一 类 希 耳 伯 特 空间 的 例子 ， 它 们 的 元 素 是 真正 的 函 
数 ; 它们 将 被 称 为 函数 希 耳 伯 特 空间 。 一 个 函数 硕 耳 伯 特 空间 是 
一 个 (以 非 空 ) 集 X 上 的 复 什 函数 (为 元 素 ) 的 希 耳 伯 特 空间 H; 
H 的 希 耳 伯 特 空间 结构 通过 两 条 途径 (只 有 这 两 种 可 能 的 自然 途 
径 ) 与 X 相关 联 ; 即 要 求 (了 ) 如 果 f, g BH 中 元 素 而 a，B 是 数 
量 , 则 对 X H e, H laf +g) (a) =af («) 十 Bg(w), 就 是 说 下 
上 的 计 值 泛 函 是 线性 的 ， 以 及 (2) 卫 中 的 每 一 5 对 应 着 一 个 正常 
Ky. 使 对 E hH fAlf@ | <r fl, 就 是 说 , E 土 的 计 值 泛 
HERRAR. 通常 的 序列 空间 〈 不 论 序列 的 长 广 是 有 限 的 或 是 无 
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限 的 ) 是 函数 希 耳 伯 特 空间 的 平凡 的 合子， 角色 五 由 下 标 集 担 
i. 函数 希 耳 伯 特 空间 的 更 典型 的 例子 是 解析 函数 空间 A? 和 
H? 


。 有 一 种 显 易 的 方法 可 以 把 每 一 希 耳 伯 特 空间 表示 成 一 个 函数 
希 耳 伯 特 空间 ， 已 知 再 , $ X=H, H H 表示 X(=H) LW 
有 界 共 和 线性 泛 函 全 体 ， 存 在 着 一 个 从 瑟 到 可 的 自然 对 应 
foPMX RA g, FOS, 9)， 据 黎 斯 表示 定理 ,这 对 应 
是 一 对 一 的 ; 由 于 ( 户 四 线性 地 依赖 于 f, 这 对 应 又 是 线性 的 ， 作 
为 定义 , 记 ( 了 ,四 ==《F, 四 (由 此 ,特别 有 | 天 = 和 上 ); 可 以 推 知 i 
是 一 个 希 耳 伯 特 空间 , 由 于 | 了 (9)|=|(f, OSIM iF 
lol, ma Ë 是 一 个 函数 希 耳 位 特 空间 . 瑟 和 Emam fo 
了 是 一 个 希 耳 伯 特 空间 同 构 . 

问题 如. 给 出 以 函数 为 元 素 的 硕 耳 伯 特 空间 的 一 例 ， 其 线性 
运算 是 逐 点 的 ,但 其 计 值 泛 函 不 都 是 有 界 的 ， 

关于 函数 希 耳 伯 特 空间 的 一 个 早期 但 仍 有 用 的 参考 文献 是 
Aronszajn [1950] . 

30. HAN. 如 果 A 是 函数 希 耳 伯 特 空间 , BBX 上 
H, WH ERREZA 一 了 (9) xX 中 每 一 y 是 有 界 的 ， 因 
此 ,对 X 中 每 一 y, 存在 H 中 一 个 元 素 K, ESO- Ky) 
对 一 切 了 成 立 . h Ee, yK OELH XxX LHA K 
叫做 EL 的 核 函 数 或 再 生 核 ， 

问题 88. 如果 {ej} 是 函数 融 耳 伯 特 空间 耳 的 一 个 就 范 正 交 
基 , 则 H*RSERK 由 下 式 给 出 : 


K (z, y)= > ei(T) ey) 。 


A? 和 BP 的 核 函 数 是 什么 1 
”A: 和 于 ?的 核 函 数 分 别 被 称 为 Bergman 核 和 Szegö 核 . 
31， 扩 张 的 连续 性 . . 
eG 31. 扩张 映 射 了 -> 下 (BH? E ARAR ERE 
间 的 意义 下 , 而 且 在 适宜 于 解析 耳 数 的 意义 下 是 连续 的 ， 这 就 是 
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说 : 如 果 在 H? 中 faf, US [2|<1 时 ,了 G2) ~f@, mo, ¥ 
实 上 ,在 每 一 个 圆 域 长: |z| <r}, O<r <1 上 妆 化 都 是 一 致 的 ， 

32. ARR. 

问题 32、 如果 E 的 一 个 元 素 了 在 年? 中 的 对 应 解析 函数 
了 是 有 界 的 , 则 了 也 是 有 界 的 ( 即 SCH), | 

33. AFBI. 

问题 33. 如 果 fCH",2ET Re Ff ai 

34. 扩张 的 乘法 性 . 

问题 84. 映射 /一 了 是 否 来 法 的 ? 

35. Dirichlet 问题 ， 

问题 中 .LIL? 中 每 一 实 函数 以 FL 中 唯一 的 实 函 数 4 与 之 
对 应 ， 使 得 (ve@0) 一 0 Hut+ive HM’, Ftp, ?中 的 每 一 
wl 注 ] ,有 下? 中 唯一 的 一 个 了 与 之 对 应 ， 使 df eo) 是 实 的 ， 且 
Re f =u, 

为 了 表达 Ww 与 4 间 的 这 种 关系 , RABE TIEA de a 或 换 
一 种 说 法 , 0 Bu a a ae RRA, 
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36. SIME. 有 限 维 空间 上 的 算 子 的 许多 问题 可 以 借助 
矩阵 来 解决 ; 矩阵 把 定性 的 几何 陈述 化 约 成 明显 的 代数 计算 ， E 
阵 理论 中 可 以 转移 到 无 限 维 空间 去 的 不 多 ， 能 够 转移 过 去 的 也 不 
BERKEM, BEOR) ANEK DAR. 

假设 {e;} 是 希 耳 伯 特 空间 H 的 一 个 就 范 正 交 基 ， 如果。 A fi: 
H 上 的 一 个 算 子 , 则 每 一 4e 有 一 个 富里 叶 展 开 式 ， 

Ae = Di dij es 


由 是 出 现 的 和 矩阵, 其 元 素 由 下 式 给 出 ; 
ay= (Ae;, a). 


. (TE) 此 处 的 4 自然 应 设 是 实 的 。 一 一 详 者 注 
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这 里 的 下 标 集 是 任意 的 , 它 不 一 定 要 由 正 整 数组 成 。 熟知 的 字眼 
《类 如 列 . 行 、 对 角 线 ) 仍 然 可 以 按照 它们 熟知 的 意义 来 使 用 ,注意 . 
如 果 象 通常 那样 ,第 一 下 标 指 行 而 第 二 下 标 指 列 , 划 和 矩阵 可 以 这 样 
构成 : 把 4e 展开 式 中 的 系数 写 下 来 作为 第 了 列 ， 

从 算 子 到 (由 某 一 固定 的 基 诱导 出 的 ) 和 矩阵 的 对 应 具有 通常 的 
代数 性 质 。 零 矩 阵 和 单位 抢 阵 的 意义 和 与 用 申述 , 矩阵 的 线性 运算 
意义 显然 , EAP) MU THRRE, 而 算 子 乘法 对 应 于 由 下 列 部 
知 的 公式 定义 的 矩阵 乘积 : 


Yy= 之 our Bus, 


这 些 和 数 不 会 引起 收敛 性 的 麻烦 ， 有 有 儿 种 方法 可 以 证 明 ; 今 
举 其 一 ， 由 于 an= (er AX), 得 知 对 于 每 一 固定 的 纪 族 {am} 是 
平方 可 和 的 ; 与 此 类 似 ,由 于 Bum (Be, em， 得 知 对 于 每 一 固定 的 
DÈ {Bwy} 也 是 平方 可 和 的 ，( 通 过 Schwarz RFRA) Bit, 对 
固定 的 和 j, 族 {oxBw} 是 (绝对 ) 可 和 的 . 

由 前 眉 得 知 任 一 算 子 的 矩阵 的 每 一 行 和 每 一 列 都 是 平方 可 和 
的 ,这 是 和 矩阵 由 算 子 产生 的 必要 条 件 ; 但 不 是 充分 条 件 ( 例 , 第 m 
对 角 项 是 % 的 对 角 和 矩阵)。 一 个 同类 型 的 充分 条 件 是 CE BY) 一 
切 元 素 的 族 是 平方 可 和 的 ; 这 就 是 说 ,如 果 Di Dy a; |?<00, 则 存在 
一 个 算 子 4 使 ws= (Ae, 6). GEA, 对 每 一 上 和 每 一 SA 
Sous f, 64) PSE fous]? + fF 1%, HAR |S CSsau(f, e) al 
E Dsus]? LF]? ) 这 个 条 件 不 是 必要 药 ( 例 ; 单位 矩阵 ), 还 没有 漂 
亮 而 适用 的 充 要 条 件 。 用 矩阵 术语 写 出 线性 算 子 处 处 有 定义 而 且 
有 界 的 条 件 ， 当 然 是 完全 可 能 的 ， 但 其 结果 既 不 漂亮 也 不 是 适用 
的 ， 这 就 是 无 限 和 矩阵 理论 有 别 于 有 限 .( 和 矩阵 ) 理论 的 最 明显 特征 ; 
每 一 算 子 对 应 于 一 个 矩阵 , 但 不 是 每 一 矩阵 都 对 应 于 一 个 算 子 ,并 
且 难 于 说 清楚 如 何 的 矩阵 才 会 (对 应 于 算 子 ). 

当 有 一 个 固定 的 基 作 为 背景 时 ， 算 子 到 和 抢 阵 的 对 应 是 一 对 一 
的 ; 如 果 人 允许 基 变动 ,就 可 以 使 一 个 算 子 对 应 于 许多 第 阵 一 个 吸 
引 人 的 游戏 是 去 选择 适当 的 基 使 (对 应 ) 和 矩阵 成 为 尽 可 能 简单 的 , 
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下 梢 是 一 个 典型 的 定理 , 虽然 吸引 人 , 却 不 象 它 看 来 那么 有 用 。 

问题 86. S-HTA—A PAR MG, RAMU, dR 
Axe Si] H 上 的 一 个 算 子 , 则 存在 H 的 一 个 就 范 正 交 
基 fe}, 使 对 每 一 j, BH AR (Aes, 61) 除 对 有 限 个 和 外 都 等 于 
0, 

参考 . Toeplitz[1910], : 

37. Schur EN, 无穷 矩阵 的 代数 多 少 是 易于 推理 的 , TE 
的 分 析 却 不 是 这 样 ， 有 关 范 数 和 谱 的 问题 多 半 是 难 解 的 ， 仅 有 的 
少数 已 知 解答 中 , 每 一 个 都 被 认为 是 可 贵 的 数学 成 就 。 下 述 结 果 
(实质 上 应 属于 Behur) 就 是 一 例 . 

问题 37， 如 果 a0 (i, 7=0, 1, 2, ---), p> O(e=0, 1, 2, 
…), 又 和 YY 是 正 数 使 . 

Èi dy pS Bp; (j=0, 1, 2, +), 


Bi Oy PS YP (t=0, 1, 2, =), 


则 存在 一 个 算 子 4( 自 然 是 在 一 个 可 分 无 穷 维 项 耳 伯 特 空 间 上 
的 )， 它 (关于 一 个 适当 的 就 范 正 交 基 ) 以 《as> A eM a JAJ 
By, | 

有 关 参 考 文献 和 一 个 有 联系 的 结果 参看 问题 135, 

38. BHR. , 

问题 38. 看 在 一 个 (可 分 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) RF A, 
|Al<a Bw <1/G+j+1)>, j=0, 1, 2, e9 A ER. 

BERAARARMOBS, 矩阵 的 范 数 事实 上 等 于 (Hardy- 
Litilewood-Pélya[1934, p. 226]), 
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39. 在 基 上 的 有 界 性 。 有 和 界 性 是 一 个 有 用 且 自 然 的 条 件 , 但 
对 于 线性 变换 说 则 是 一 个 很 强 的 条 件 。 这 个 条 件 在 全 部 算 子 理 论 
H, 从 最 平易 的 代数 性 质 到 最 复杂 的 拓扑 性 质 ， 都 有 深远 的 影响 ， 
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AT Ree BR, 重要 的 是 要 知道 , 算 子 的 有 界 性 并 不 仅 是 
给 基 的 每 一 元 素 一 个 条 件 , 然后 把 这 无 穷 多 个 条 件 结合 起 来 。 如 
果 4 是 具 就 范 正 交 基 {e1, es, es, …} 的 希 耳 伯 特 空间 HEE 
F, 则 数列 | Ac.) AR; 例如 14| 志 1， 则 对 一 切 n, |4e,|<1; 而 且 
如 果 4 一 0, 则 对 一 切 ww 当然 有 46, 0， 刚才 所 说 的 明显 错误 就 
产生 于 假定 这 些 断 语 的 道 也 是 正确 的 . 

问题 39， 试 给 出 在 基 上 有 界 的 无 界线 性 变换 的 一 例 ; 给 出 在 
LLULAROARERGRROT TOD, MHALLREO 
的 无 界线 性 变 撞 的 一 例 ， 

40. 线性 变换 的 一 致 有 界 性 . 即使 当 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 的 
算 子 占据 着 舞台 中 心 时 ， 有 时 两 个 希 耳 伯 特 空间 间 的 线性 变换 也 
扮演 一 个 和 角色， 两 空间 的 理论 多 是 单 空间 理论 的 简单 的 改写 . 

ke Ha K 是 希 耳 伯 特 空间 ,一 个 自 H 到 EK 的 线性 变换 
4 称 为 有 界 的 ， 如 果 存 在 一 个 正 数 a 使 得 对 于 豆 中 一 切 f 有 
[Afi <a] fl; A 的 范 数 , 记 为 |4|， 就 是 如 此 的 数值 a 的 下 确 界 ， 
已 给 一 个 线性 有 界 变换 A “SRT HR RTK, AB 
(4 f,g) 有 意义 , 它 取 于 空间 K 中， 对 于 固定 的 g 这 内 积 定义 一 
个 了 的 线性 有 界 泛 函 ,因而 对 于 某 一 五 中 的 9, 它 恒 等 于 (f, 9). 
Mg 到 9 的 映射 称 为 4 的 伴随 ; 它 是 一 个 从 区 BA 的 线性 有 
HR A" 依 定义 , WER SCH MgCK 有 

(Af, D=Cf, 4g); 

此 处 左边 的 内 积 取 于 K aw A, kA RRR 
数 性 质 可 以 如 同 经 典 的 伴随 算 子 一 样 地 叙述 并 证 明 。 有 一 个 特别 
重要 (但 不 难 证 明 ) 的 4 与 A” 间 关 联 ,就 是 4 的 值 域 的 正 交 补 
空间 等 于 A 的 核 ; 由 于 AMAA, 交换 4 与 4* 后 这 断 语 仍旧 成 
aL, 

这 些 代数 命题 都 是 显 易 不 足 道 的 ， 但 将 一 致 有 界 性 原理 从 线 
性 泛 函 推广 到 线性 变换 ， 则 需要 比较 精细 的 分 析 ， 推广 了 的 定理 
的 陈述 与 特殊 情形 几乎 完全 一 致 ， 有 界线 性 变换 的 逐 点 有 界 的 集 
是 一 致 有 界 的 。 逐 点 有 界 性 假定 可 以 用 “ 弱 ” 的 形式 也 可 以 用 “ 强 ” 
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的 形式 陈述 . 一 个 (从 H 到 K 的 ) 线 性 变换 的 集 @ BGA RY, 
如 果 对 每 一 匡 中 的 了 和 每 一 及 中 的 9 存在 一 个 正常 数 a( f, 9) 
使 得 |(4f, 9 |<a(f, DHA 中 一 切 4 成 立 . 集 @Q 是 强 有 界 
的 ,如果 对 H 中 每 一 了 存在 一 个 正常 数 BC) 使 得 |4f|<B(7) 
对 Q 中 一 切 .4 Wie, BRAEM: 每 一 个 有 界 集 是 强 有 界 的 ,每 
一 个 强 有 界 集 是 弱 有 界 的 . 线性 算 子 的 一 致 有 界 性 定理 是 该 定 
理 的 ) 最 好 的 可 能 的 逆 定 理 . 

R40. 有 有 界线 性 变换 的 每 一 个 弱 有 界 的 集 是 有 界 的 。 

al. TSR. 从 一 个 希 耳 伯 特 空间 H 到 一 个 希 耳 伯 特 空 
aK 的 有 界线 性 变换 是 可 送 的 ， 如 果 存 在 一 个 (从 区 到 瑟 的 ) 
有 界线 性 变换 B 使 得 AB=1(-K 上 的 恒 等 算 子 ) 且 BA=1(= 
H 上 的 恒 等 算 子 ), 如 果 4 是 可 逆 的 , 则 4 BH Sy) EH 
映射 。 在 纯 集 论 的 意义 上 , 逆 命 题 是 真 的 ， 如 果 4 一 对 一 地 把 囊 
RAK E, 则 存在 唯一 的 自 及 到 A 的 映射 使 得 44-!=1 上 且 
4-14=1; 上 映射 A? 是 线性 的 ， 线 性 映射 At 必定 有 界 却 不 是 那 
末 明 显 的 ;读者 自然 可 以 设想 ，4 作为 集 论 意义 下 的 映射 是 可 逆 
的 , 但 作为 线性 变换 则 不 是 可 逆 的 。 要 保证 A+ 具有 有 界 性 ， 惯 
常 的 做 法 是 将 4 是 一 对 一 的 条 件 加 强 。 合适 的 加 强 条 件 要 求 A 
是 下 有 界 的 , 就 是 说 , 存在 一 个 正 数 5 使 得 对 每 一 /EH ANAFI 
>>8 引 站 (验证 下 述 事实 是 显 易 不 足 道 的 ， 如 果 4 下 有 界 ， 则 4 
的 确 是 一 对 一 的 , ) 如 果 这 个 条 件 被 满足 了 , 则 其 它 条 件 GE 
“上 ”) 可 以 减弱 ，4 的 值 域 等 于 K 的 要 求 可 代 以 4 ERE T 
了 总结，4 是 可 逆 的 当 且 只 当 它 下 有 界 且 有 筒 值 域 (参看 
Halmos[1951, p. 388]) .注意 线性 变换 4 与 4* 将 同时 具有 可 道 
性 ; 如 果 它 们 是 可 逆 的 , 则 A AP 中 的 每 一 个 是 另 一 个 的 伴 
Bai. 

在 此 值得 稍 离 本 题 去 讨论 算 子 的 值 域 非 闭 的 可 能 性 及 其 推 


论 ， 例 如 4 由 AGEs, En En D= En oho Ghee DRE 
PP 上 , 则 A 的 值 域 由 


20 间 E 
满足 Sin" | M|?<0o 的 矢量 《Ta Ma, Ts, ***) 

全 体 组 成 。 由 于 这 个 值 域 包 含 一 切 有 限 ( 项 ) 非 零 序列 , ERIE P 
由 于 无 论 如 何 它 不 含有 序列 ( 1 喜 ， 吝 ，…》, 它 不 是 闭 的 ， 另 一 
例 : 对 于 LO, 四 中 的 了 ,定义 (4 用 (w) 一 wf (w)， 这 些 算 子 自然 
不 是 下 有 界 的 ; 如 果 它 们 下 有 界 , 它们 的 值 域 就 该 是 闭 的 了 。 

用 值 域 非 闭 的 算 子 可 以 给 出 一 个 十 分 简单 的 例子 以 说 明 两 个 
子 空间 的 矢量 和 可 能 非 闭 ; 参看 Halmos[1951, p. 110]. 设 4 是 
希 耳 伯 特 空间 H 上 的 一 个 算 子 ; 例子 就 构造 在 直接 和 HOH 
H, SM 表示 “2 轴 ”, 即 (在 HOOH 中 ) 形 如 《Jf, O 的 矢量 全 
体 的 集 , 并 令 NE 4 的 “图 象 ”， 即 形 如 《<f, 4 广 的 矢量 全 体 的 
集 . MAN 两 者 都 是 HOH 的 子 空 间 , 其 验证 是 不 足 道 的 , 什 
ANE Cf, 9> 属于 M+N; 答案 是 当 且 只 当 它 具有 形式 u, 0》 
+《v，Av》=《w+v，Av》; 由 于 和 是 随意 的 , HOW pays 
量具 此 形式 当 且 只 当 它 的 第 二 坐标 属于 算 子 4 的 值 域 及 ( 换 各 
话说 , M+ N=H@RB), M+N 是 闭 的 吗 ? BM, WMR Sa Ja? 
><f, 四 ,其 中 ,EH 而 pCR, BAYA f CH? (BRE), Æ 
Awa JER? (TERE 结论 : M+N AT HOW YEAR 
当 RAP 耳 ， 由 于 我 们 可 以 这 样 来 选择 4， 使 得 及 不 是 闲 于 
H, 所 以 , 两 个 子 空间 的 矢量 和 也 就 不 一 定 都 是 闭 的 . 

这 些 定理 和 例子 似乎 指明 了 集 论 意义 的 可 逆 性 和 算 子 意义 的 
可 逆 性 真 的 会 有 所 区 别 ; 但 算 子 理论 的 最 避 意 和 最 有 用 的 事实 之 
一 就 是 : 它们 毕 竞 是 完全 一 样 的 ， 

问题 4. 如 果 开 和 到 是 希 耳 伯 特 空间 ， 又 如 4 是 有 界线 
性 变换 ,一 对 一 地 了 映射 再 到 玉 上 , 则 .4 是 可 逆 的 。. 

巴 拿 哈 空间 的 相应 命题 的 证 明 常 借助 于 Baire 的 岗 定理 ， 

42. 维 数 的 保持 关于 算 子 , 有 一 个 重要 问题 ,就 是 它们 对 于 
基础 空间 的 几何 学 有 何 作用 . 从 有 限 维 矢量 空间 的 研究 中 , 熟知 
级 性 变换 可 以 降低 维 数 ; 零 变换 ， 作 为 一 个 极端 的 例子 ， 将 每 一 空 
间 退 缩 为 一 个 0 维 空间 ， 无 论 如 何 , 如 果 一 个 有 限 维 矢量 空间 上 
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的 线性 算 子 基 一 对 一 的 ( 即 它 的 核 是 {0}) 它 就 不 会 降 维 ;由 于 对 逆 
变换 (从 值 域 回 到 定义 域 ) 也 可 以 这 样 说 , 可 推 知 它 保持 了 维 数 , 下 
列 断 语 在 某 种 意义 上 是 把 这 个 有 限 维 的 结果 推广 到 任意 希 耳 伯 特 
空间 ， 

B42. 如 果 存 在 一 个 从 硕 耳 伯 特 空间 H 到 硕 耳 伯 特 空间 
K 的 一 对 一 的 有 界线 性 变换 , 则 dimH<dimK, +z H g 
稠 于 E, 则 等 式 成 评 ， 

各 .等 秩 的 投影 ， 

问题 答 . 如 采 卫 和 Q@ 都 是 投影 且 1P 一 Qi<1, HPQ 
有 相同 的 秩 ， 

这 是 问题 101 的 一 个 特例 . 

“4. 闭 图 象 定理 ， 内 积 (不 一 定 完备 ) 空间 五 入 间 的 线 
性 变换 4 的 图 象 就 是 使 4f=g REAREN <S, o HEOK 的 元 
素 ) 全 体 的 集 . 《这 是 个 标准 的 术语 . 奇怪 的 是 竟然 会 有 这 样 一 个 
标准 术语 , 但 事实 又 确 是 如 此 ， 根据 在 基础 数学 中 被 大 家 广泛 接 
收 的 传统 提 法 ， 一 个 函数 依 定义 就 是 一 个 满足 一 定单 值 条 件 的 序 
对 全 体 的 集 。 根据 这 个 定义 , 4 的 图 象 就 是 4， 给 它 另 起 一 个 名 
称 说 不 上 会 有 什么 好 处 ， 虽然 如 此 , 许多 数学 家 高 兴 地 接受 了 这 
个 不 必要 的 词语 ， 这 件 事 , 它 至 少 可 作为 一 个 警告 ,告诉 我 们 对 同 
一 对 象 要 从 不 同 角度 观察 它 , ) 一 个 线性 变换 称 为 闭 的 ， 如 果 它 的 
图 象 是 一 个 闭 集 ， 

问题 44. 一 个 斋 耳 伯 特 空间 到 希 耳 伯 特 空间 的 线性 变换 是 
闭 的 当 且 只 当 它 是 有 界 的 ， 

这 个 断 语 被 称 为 希 耳 伯 特 空间 的 闭 图 象 定理 ; 在 巴 拿 哈 空间 
理论 中 它 的 证 明 通 常 基于 纲 推 理 (Dunford-Schwartz[1958. p. 
色 ])。 本 定理 并 不 使 关于 闭 而 无 界 的 线性 变换 的 课题 成 为 不 足 道 
的 .这样 的 变换 频繁 出 现 于 泛 函 分 析 的 应 用 中 ; 闭 图 象 定理 说 的 
是 它们 只 能 出 现 于 不 完备 的 内 积 空 间 上 (或 希 耳 伯 特 空间 的 非 闭 
线性 流 形 上 ). 

65. 无 界 对 称 变换 .一 个 内 积 空 间 耳 ( 不 一 定 完备 ) 上 的 一 
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个 线性 变换 A OR SEA FE) WU fic et A, 如 果 对 一 切 各 中 的 了 
和 g 有 (4f, N=, 49). 使 用 这 个 中 间 性 的 术语 (而 不 用 
ee 因为 在 自 伴 算 子 (4= 4") 的 惯用 
究 方法 中 ， 有 界 性 是 定义 本 身 所 必需 的 假定 。 这 里 是 否 有 实质 
oneal 
a. ARF H 上 的 对 称 线 性 变 接 必 须 是 有 界 的 
吗 ? (b) H 是 一 个 项 耳 伯 特 空 间 , 则 如 何 ? 


第 六 章 乘法 算 子 


&6， 对 角 算 子 ， 算 子 理论 , 如 同 数学 的 每 一 其 它 部 分 , 如 果 没 
有 大 量具 体例 子 作为 储备 , 就 不 能 真正 地 进行 理论 考察 和 研究 . 下 
文中 某 些 问题 的 目的 就 是 储 积 一 些 具体 例子 ， 随 后 就 可 以 检查 它 
们 的 范 数 , 着 和 谐 的 性 质 ， 

作为 适当 的 第 一 步 , 假设 H 是 一 个 希 耳 伯 特 空间 且 {ej} 是 
一 族 矢 量 , 它们 构成 H 的 一 个 就 范 正 交 基 。 算 子 4 叫做 一 个 对 
角 算 子 如 果 Ac; 是 ey 的 一 个 数量 倍 式 ， 璧 如 对 每 一 旋 有 Ag= 
ajes 数 族 {oy} 可 以 人 恰当 地 叫做 4 的 对 角 线 ， 

一 个 对 角 算 子 的 定义 当然 依赖 于 基 {ej， 但 在 对 角 算 子 的 大 
多 数 讨论 中 事前 都 (可 能 是 暗 设 地 ) 先 固定 了 一 个 基 ， 而 以 后 不 再 
提 到 它 ， 另 一 做 法 是 , 对 角 算 子 可 以 用 不 变 (与 基 无 关 ) 的 术语 刻 
划 为 一 个 正规 算 子 , 它 的 特征 矢量 张 成 全 空间 (证 明 可 以 这 样 刻 划 
它 ,是 一 个 容易 的 习题 )， 与 对 角 算 子 联系 的 就 范 正 交 基 通常 是 一 
个 序列 ; 强调 它 是 “序列 ”， 表 示 基 础 指标 集 的 基数 是 S 而 序数 是 
w%， 在 这 特殊 情形 下 有 可 能 使 用 某 些 方便 的 语言 (例如,“ 对 角 线 
的 第 一 元 素 ”) 也 有 可 能 使 用 某 些 方便 的 技巧 (例如 ,用 归纳 法 的 构 
造 法 ). 

问题 46. 族 {oy} 是 对 角 算 子 的 对 角 线 的 充 要 条 件 是 它 是 有 
RY, we REARA RY, 则 方程 组 46=me6j 唯一 地 确定 一 个 算 子 
A, 8 Al -snploj， 
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47. P 上 的 乘法 .每 一 复数 晤 序列 {om} 诱导 一 个 线性 变换 A 
它 把 P 映射 到 序列 (不 必要 是 平方 可 和 的 ) 全 体 组 成 的 和 失 量 空间 
中 ; 按 定义 Ag, Ea, És, >= Ko £1, op Ea, a3 És, “>, fa] a 46 
A — “BAR 4 是 一 个 算 子 (就 是 说 , P RERSW—+ AR 
线性 变换 ), 则 序列 {aw} 是 有 界 的 ， 如 果 取 消 了 关于 4 是 有 界 的 
假设 , 则 将 如 何 ? 

BAT. 一 个 无 界 的 数量 序列 能 BBE PP 到 它 本 身 的 
《可 能 是 无 界 的 ) 变换 吗 ? 

着 重点 在 于 全 部 ? 要 属于 变换 的 定义 域 , 意 即 , 如 果 a, So, 
s, “YER, 则 <a é, ca Eo, Cs Čs, "> 属于 F, 应 将 本 问题 与 问题 
22 EB. 该 问题 考虑 那些 与 2 中 元 素 相 乘 必 得 居 元 素 的 序列 
(结论 是 它们 必须 属于 P); 本 问题 则 考虑 那些 与 P RARE 
2 元 素 的 序列 (而 问 它 们 是 否 必 须 属 于 E). ATA IL? 去 的 推广 
可 参看 问题 51. 

48. MARTH. 有 界 的 复数 序列 全 体 组 成 的 集 是 一 个 ( 按 
逐 点 运算 的 ) 代数 , 具 单 位 元 (0 一 1 Wn), RREA (ont 
{0}), 且 具有 范 数 (| {ow} | 一 saplco|)， 一 个 有 界 序列 {on} 被 


BATEN, 如果 它 在 这 个 代数 中 有 一 个 逆 元 , 就 是 说 ， 如 果 存 在 
一 个 有 界 序列 (Buh, 使 得 对 一 切 % 有 aBa, 出 现 这 种 情形 的 
充 要 条 件 是 {as} OBR, 就 是 说 ， 存 在 一 个 正 数 5 使 得 对 一 
n H |a| >ò. 

如 果 WAREZ {e) 的 希 耳 伯 特 空间 , 容易 验证 : 对 
应 {aj > 4 是 序列 代数 到 H 上 算 子 的 代数 中 的 一 个 同 构 (一 个 
RA), BH A 表示 瑟 上 的 算 子 ， 它 使 得 对 一 切 风 有 4en= 
anen 这 个 对 应 不 但 保持 了 所 有 熟悉 的 代数 运算 , Eare THAE 
运算 ; 这 就 是 说 ,如果 fan} > 4， 则 fe} 一 4， 这 对 应 也 保持 范 
数 ( 参 看 问题 46), 

问题 锡 . 一 个 具有 对 角 线 fan} 的 对 角 算 子 是 可 北 算 子 当 且 
BYR fon} STAR, 推论, 对 角 算 子 的 谱 是 它 的 对 角 项 会 


24 A 题 
体 所 成 的 集 的 闭 包 ， 

这 个 结果 有 下 列 有 用 的 推论 ， 复 平面 上 每 一 非 空 紧 集 是 某 一 
算 子 (而 且 事实 上 是 某 一 对 角 算 子 ) 的 谱 ， 证 明 : 在 指定 的 紧 集 中 
求 一 个 稠密 的 复数 序列 ， 然 后 构成 一 个 以 此 序列 为 其 对 角 线 的 对 
ART. 

49. 乘法 的 范 数 . 对 角 算 子 是 一 个 一 般 的 测度 论 构造 的 特 
例 . 假设 X 是 一 个 具有 测度 见 的 测度 空间 。 如果 9 RX LA 
界 ( 指 本 性 有 界 ) 复 值 可 测 函 数 , 则 p 所 诱导 的 束 法 算 子 (或 简称 来 
法 ) 就 是 了 (jw) 上 由 

(A f) (œ) =g(a) f(x), x X pH 

定义 的 算 子 4( 此 处 ,如 局 测度 论 中 其 它 地 方 ， 两 个 函数 看 作 恒 同 
的 如 果 它 们 仅 在 一 个 零 集 上 有 差异 。 这 既 适 用 于 有 界 的 p, 也 适 
用 于 平方 可 积 的 万。 如 果 是 一 切 正 整 数 的 集 而 所 表示 计数 测 
度 ( 每 一 集 的 测度 就 是 它 所 含 的 元 素 的 个 数 )， 则 乘法 算 子 约 化 为 
MART. 

问题 得 .gp 所 诱导 的 来 法 的 范 数 怎 样 利用 来 子 g 来 表示 ? 

人 多、 乘 子 的 有 界 性 。 对 角 算 子 理论 大 部 分 可 推广 于 测度 空间 
上 的 乘法 算 子 ,但 其 细节 时 常 变 成 不 那么 清楚 ， 断 语 “ 如 果 一 个 序 
列 是 一 个 对 角 算 子 的 对 角 线 , 则 它 是 有 界 的 ”的 推广 是 一 个 样 例 ， 

问题 各 .如果 (关于 一 个 wa- 有 限 测度 的 L? 上 的 一 个 工 子 
At AJ=pS aL pr f KL, 则 中 是 可 测 的 且 有 界 的 ， 

济 ， 乘 法 的 有 界 性 每 一 复 值 可 测 函数 中 诱导 一 个 线性 变换 
A CE L? 映射 到 (不 必要 是 平方 可 积 的 ) 可 测 函 数 全 体 组 成 的 矢 
量 空间 中 ; KEX, Af) @=¢@f(o). 问题 50 的 一 半 冀 涵 : 
如 果 4 是 一 个 算 子 ( 即 I? 到 它 自身 的 有 界线 性 变换 ), 则 函数 p 
EARR. 如果 取消 了 关于 4 的 有 界 性 假定 , 则 将 如 何 ? 

问题 51. 无 界 的 坊 数 能 够 诱导 一 个 (关于 一 个 o- 有 限 测 度 
AL 到 它 自身 的 (可 能 是 无 界 的 ) 变 换 吗 ? 

这 是 把 问题 各 推广 到 测度 空间 . 

52. RHE, 对 角 算 子 理论 的 某 些 部 分 就 象 下 面 这 样 , 可 
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以 儿 乎 逐 字 逐 句 地 推广 到 乘法 算 子 ， ATW KER 
识别 之 ) 全 体 是 一 个 ( 逐 点 运算 的 ) 代数 ， 具 有 单位 元 (p(w) = 工 对 
—Yie), RARER 一 HRA (lel-). ARTNA 
数 是 可 弟 的 ， 如 果 它 在 这 个 代数 中 有 逆 元 , 就 是 说 , 如果 存在 一 个 
有 界 可 测 函 数 中 使 得 对 儿 乎 每 一 儿 有 ply (a) =1, 出 现 这 种 情 
形 的 充 要 条 件 是 g 几乎 处 处 距 0 有 界 , 就 是 说 , 存在 一 个 正 数 $ 使 
Blew | >d 对 几乎 每 一 % 成 立 ， 

ARH (AN =e@)f («) EXHREAT, 则 对 应 o> 
A 是 函数 代数 到 LD? 上 的 算 子 代数 中 的 一 个 同 构 ( 一 个 企 入 )。 这 
个 对 应 不 但 保持 了 所 有 熟悉 的 代数 运算 , MR TSA; 这 就 
EH, WE p —> 4A N g A WEWERE c- 有 限 的 , 这 对 应 也 
保持 了 范 数 (参看 解 49). 

序列 的 值 域 所 扮演 的 角色 在 一 般 河 题 中 由 函数 gp 的 本 性 值 域 
扮演 , 依 定义 , 后 者 就 是 一 切 复数 和 所 成 的 集 , 对 这 些 和 的 每 一 邻 
RN, E (NV) AEM. 

62. 由 9 诱导 的 (关于 一 个 0- 有 限 测度 的 )]L? 上 的 来 法 
算 子 是 可 送 的 当 且 只 当 g 是 一 个 可 送 函 数 。 推论 : 一 个 来 法 的 庶 
MART MRE, 

53. ABBAS MALY. 如 果 乘 以 函数 p L? wk 
入 其 自身 , 则 2 必须 是 有 界 的 ( 解 下)， 所 以 乘 以 2 的 乘法 必须 是 
L 上 的 一 个 算 子 .把 这 些 断 语 类 推 于 函数 希 耳 伯 特 空间 , 是 否 成 
M? . 
68. RRA 是 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 ， 壁 如 是 在 集 昼 
上 的 ， 且 设 是 卫 上 的 一 个 复 值 溃 数 它 使 p:JEH 当 fCHH 
恒 成 立 ，(a) 如果 Af=p f, RAER A 是 否 有 界 ?(b) 如 果 Af 
=p f L 4 是 有 界 的 , 轴 数 由 是 否 有 界 ? 

54. 函数 希 耳 伯 特 空间 的 乘 子 ,假设 HERI LHF 
MRA ARS. X 上 的 函数 pg 叫做 耳 的 一 个 夹子 ,如果 
pfCH 对 耳 中 每 一 成立, M53 AWER ARTEA R 
的 .确定 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 的 全 部 乘 子 常 是 有 趣 而 重要 的 。 
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对 如 这 最 浅 易 的 无 穷 维 空间 说 ， 易 于 证 明 一 个 函数 (就 是 一 
个 序列 ) 是 一 个 乘 子 的 充 要 条 件 是 它 是 有 和 界 的 ， 在 某 种 意义 上 说 ， 
空间 个 有 太 多 的 乘 子 ; 它们 之 中 大 多 数 不 属 于 本 空间 . 

空间 AY 的 性 质 则 与 此 不 同 : 对 于 它 说 ,一 个 函数 是 一 个 乘 子 
的 充 要 条 件 是 它 是 有 界 的 且 属 于 本 空间 ， 在 某 种 意义 上 说 , 这 个 
空间 的 习 子 太 少 了 : 这 空间 中 的 函数 大 多 数 不 是 乘 子 . 

如 果 是 有 限 的 ,又 若 H 由 X 上 的 一 切 函 数组 成 , WH 
的 一 切 乘 子 的 集 不 太 大 也 不 太 小 : 它 恰 由 H 的 一 切 元 素 组 成 .对 
于 无 限 维 空 间 说 , 这 种 情形 是 否 可 能 发 生 ? 

问题 O4. 构造 一 个 无 穷 维 函 数 希 耳 伯 特 空间 ， 使 得 卫 的 一 
切 来 子 恰好 就 是 再 的 一 切 元 素 。 | 

说 五 的 每 一 元 素 是 一 个 乘 子 , 就 等 于 说 H 对 于 乘法 封闭 ， 
也 就 是 说 , 瑟 是 一 个 代数 .常数 函数 工 是 每 一 个 互 的 乘 子 ; 所 以 
说 H 的 每 一 个 乘 子 属于 H,SFRICH, MR1IcH, WKH 
H 当然 有 一 个 单位 元 , 但 显 易 的 例子 可 以 说 明 逆 命题 不 真 . 这 样 ， 
构造 一 个 无 穷 维 必 数 希 耳 伯 特 空间 使 它 (在 逐 点 函数 滋 法 下 ) 成 为 
一 个 具有 单位 元 的 代数 , 这 虽然 不 完全 是 , 也 几乎 就 是 上 面 的 问题 
FERK. 
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65. 可 交换 算 子 的 行列 式 . 应 用 一 个 就 范 正 交 基 可 以 把 希 耳 
伯 特 空间 表示 成 一 维 子 空间 的 直接 和 ， 与 就 范 正 交 基 有 联系 的 蘑 
些 矩 阵 理论 值得 推广 到 更 一 般 的 直接 和 去 ， 为 了 更 明确 一 些 , 候 
定 耳 ~H;@ Hs,@HH, 介 …( 不 可 列 的 直接 和 照样 可 行 ,有 限 的 直 
接 和 甚至 更 好 些 . ) 如 果 把 直接 和 看 作 “ 内 部 ”的 ， 即 诸 H, gE 
H 的 子 空间 , 则 A 的 元 素 了 就 可 表示 为 和 式 

， S=fitfatfeto, 

其 中 fi 属于 WH, WR AR—+ LHAT, W 
: Af=AfitAfatA fete, 
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每 一 4 方 作 为 吾 的 一 个 元 素 可 以 分 解 为 
A fi= gut Gost Gate, 
其 中 gy 属于 H. W % SARET Jo 且 其 相依 关系 是 线性 的 


且 连 续 的 。 由 此 推 知 
Ju = A Fi, 


而 A 是 从 H, 到 HE, 的 一 个 有 界线 性 变换 ， 这 样 ， 构 造 已 经 完 
毕 ,对 于 HE 上 的 每 一 4 有 一 个 矩阵 《4u> 与 之 相应 , 这 矩阵 的 人 
行 j 列 的 元 素 就 是 4 在 H, 上 的 限制 在 第 i 个 成 分 空间 上 的 投 
g. 

从 算 子 到 (由 一 个 固定 的 直接 和 分 解 诱导 出 来 的 ) 和 矩阵 的 对 应 
具有 一 切 应 有 的 代数 性 质 ， 如 果 A-0, 则 对 一 切 和 了 有 Aya 
0; 如 果 4= 了 (在 H LW SAF) WW 4w=0 4 647 且 hi=1 
EH, 上 的 恒 等 算 子 )， 算 子 矩 阵 的 线性 运算 就 是 显然 应 有 的 那 
WZ, A 的 矩阵 就 是 4 的 矩阵 的 伴随 转 置 就 是 说 ，4* Ay 
BEE i GWAR Al, WE ORAM HS An Bw 定义 


的 矩阵 乘积 。 这 里 没有 收敛 性 的 麻烦 ,但 可 能 有 可 交换 性 的 麻烦 
必须 小 心 察看 因子 的 次 序 。 

即使 直 和 加 项 的 数目 很 小 ( 璧 如 只 有 两 项 )， 且 即使 所 有 加 项 
都 是 全 辣 的 , 算 子 矩 阵 的 理论 也 不 会 变 成 不 足 道 的 ， 较 常 出 现下 
REAR: 已 给 一 个 希 耳 伯 特 空间 H, 前 段 中 H 所 担任 的 角色 现在 
由 HOH 担任 ,而 该 直接 和 上 的 算 子 由 二 行 二 列 和 矩阵 表示 , 矩阵 
的 元 素 是 H 上 的 算 子 ， 

问题 BB. de A, B,O, DA-+#F HE MEY HA 
可 交换 算 子 , 则 算 子 矩阵 

(5 >) 
O D 

可 逆 的 充 要 条 件 是 形式 行列 式 AD 一 BO Tid, 

6. 算 子 行列 式 ， 在 许多 情况 下 算 子 矩阵 


(o D) 
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的 可 逆 性 起 着 中 心 作用 , 但 该 矩阵 里 的 元 素 不 是 可 交换 的 ; 任何 特 


殊 情 形 都 值得 知道 一 下 . 
66. 如 果 O 与 DD 可 交换 , 又 如 DATA, A) 


A B 
(4 p) 
可 送 的 充 要 条 件 是 4D 一 BC 可 弟 ， 斌 构造 一 些 例 子 来 说 明 : dR 
取消 了 也 是 可 逆 的 假定 , 则 条 件 变 成 不 必要 的 且 不 充分 的 。 
对 于 有 限 和 矩阵 f 注 ] 我 们 懂得 更 多 : (参看 Schur[1917]), 如 
R O FD WAR, WY 
AB 
(e D) 


与 AD—BO 有 相同 的 行列 式 。 可 以 安排 一 般 问 题 的 证 明 使 得 对 
于 有 限 维 的 特例 它 实际 上 证 明了 这 个 较 强 的 结论 . 
57. 含 一 个 有 限 维 元 素 的 算 子 行列 式 . 如果 A, B, 0, DE 
一 个 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 算 子 , WATE 
A *) 
0 D 
BFE) HOH 上 的 算 子 , 而 且 ( 参 看 问题 56), 如 果 4 和 
DIM, WMT, ARAR M yw, 则 A 和 也 可逆) 非 
真 。( 再 参看 问题 56. ) 
算 子 矩阵 定义 了 希 耳 伯 特 空间 的 直接 和 上 的 算 子 ， 不 论 空间 
的 直 和 加 项 是 否 全 同 .至 少 在 一 个 令 人 感 兴趣 的 特殊 情况 下 , 前 段 
中 那 非 真 的 道 命题 变 成 真 的 . 
BR 57. jo R H fe K RH HH 4S i], dim H<oo, 又 如 
A *) 
0 D 
AHOK ETEF, NA tH DAFMATEN, Rit, MH 
HEA DHH. 
TE] 指 该 矩阵 的 各 元 素 是 有 限 维 空间 到 有 限 维 空间 的 变换 。 一 一 译 者 注 


u-( 


u- 
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注意 4 是 豆 上 的 算 子 , 刀 是 及 上 的 算 子 , 而 8B 把 区 映 入 
H p, 
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58. H5, -DETR AAA RRIFE 
在 那里 的 位 置 , 这 个 问题 常 是 有 用 的 .说 入 在 4 的 谱 中 意 指 4 一 
不 是 可 道 的 ， 问题 于 是 化 约 为 : 一 个 非 可 逆 算 子 为 了 什么 而 不 是 
可 逆 的 ? 有 几 种 回答 这 个 问题 的 途径 ; 它们 引致 谱 的 几 种 (混乱 地 
互相 交叉 着 的 ) 分 类 法 ， 

这 个 课题 的 最 简单 的 研究 方法 可 能 是 去 回忆 起 如 果 一 个 算 子 
ETHAN BARR, WER Dy, He, 如 果 AA) BA 
的 谱 , 如果 如 (4) 是 使 得 4 一 % 不 是 下 有 界 的 复数 入 全 体 的 集 , 如 
果 工 (4) 是 使 得 4 一 和 的 值 域 的 闭 包 是 BWR, RH 
的 ) 子 空间 的 复数 入 全 体 的 集 , 则 

A(4)=H(4)UT(A). 

集 TCA) RRA A 的 近似 点 谱 ; 一 个 数 入 属于 TAR RSE 
一 个 单位 矢量 的 序列 {J} EAAS 一 0， 近似 点 谱 的 一 
个 重要 子 集 是 4 的 点 谱 IA) 数 入 属于 它 当 且 只 当 存 在 一 个 
AARE SER ASAS REH, TA) È A 的 一 切 特征 值 的 
8). RIAA 4 KERE, PEW: 把 谱 (4) 想 象 成 两 个 
202 A a CT M DEH, 其 中 的 一 个 圆 盘 (了 I) 又 被 一 个 垂直 
于 交 迭 部 分 的 直径 分 成 两 部 分 (ie Al E-I), 结果 是 将 4 分 
割 成 五 部 分 ,每 一 部 分 都 可 能 有 时 出 现 有 时 不 出 现 ,天 生 的 分 类 学 
者 可 能 会 乐于 探究 这 2 个 先 验 的 可 能 性 中 何者 是 可 实现 的 ; 但 在 
多 看 几 个 迄今 为 止 未 在 本 书 中 出 现 的 算 子 例子 之 前 ， 我 们 劝告 他 
还 是 暂缓 尝试 为 妙 , 

算 子 理论 的 命名 中 有 一 些 有 时 会 引起 混乱 的 方面 ， 现 在 是 评 
论 它 的 一 个 好 机 会 。 有 对 正规 算 子 称 为 谱 定理 的 (参看 问题 7)， 
也 有 对 一 切 算 子 称 为 谱 的 ， 后 者 的 研究 或 许可 以 称 为 谱 理论 ,有 
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时 它 也 确 被 这 样 称呼 。 在 正规 算 子 的 情况 , 谱 定 理 提供 了 关于 谱 
理论 的 信息 , 但 是 这 些 信息 通常 能 够 从 别 的 地 方 较 容易 地 得 到 , 在 
这 一 意义 下 的 谱 吾 论 是 算 子 理论 的 最 容易 的 方面 之 一 

在 算 子 理论 的 这 一 部 分 中 , 哪些 概念 与 记号 是 最 方便 的 ,并 未 
获得 一 致 的 看 法 ， 显然 每 本 书 都 各 自 介绍 自己 的 命名 法 , 本 书 也 
不 例外 . 一 度 盛行 的 方法 是 把 谱 分 成 三 个 不 相交 的 集 ， 就 是 点 谱 

Ilo, +R T-I Mk eH UN), (MUST AR 
Eiki We, DREAMT, ) 关 于 记号 , 常 以 (或 RA 
A 表示 谱 . 

学 所 这 些 概念 的 最 好 方法 当然 是 要 通过 有 启发 性 的 特例 ， 但 
要 先 讲 儿 个 一 般 事实 ; 它们 有 助 于 研究 特例 ， 最 有 用 的 知识 是 谱 
与 复 平面 的 代数 和 拓扑 的 关系 ， 最 容易 的 代数 问题 可 能 是 关于 共 
AE (MRE MAF GRIT BOMB 

G58. S-ALTFRATHEMETH, CHAR, BR 
谱 和 近似 点 谱 将 发 生 什么 变化 ? 

59、 谱 映射 定理 . “4 是 一 个 算 子 而 2 是 一 个 多 项 式 ， 则 
A(p(A)) =p(A(4))”( 参 看 Halmos[1951, p. 53]), 这 一 类 断 语 
称 为 谱 映 射 定理 ; 它 的 其 它 例子 关联 到 多 项 式 以 外 的 函数 , 诸如 ， 
倒数 , 共 力 以 及 广泛 的 各 类 解析 函数 等 (Dunford-Sohwartz[1958, 
p. 569]). 

问题 59. ATEAREN, AT ATK KA 
FATRE? RPK DO) = 二 当 240) HERR ES BM 
FT HAF ARM KUKI RAW V4? 

60. 相似 性 与 谱 ， 如 果 存 在 一 可 逆 算 子 P 使 得 P#AP=B, 
WARS 4 与 B 称 为 相似 的 . 

问题 60. 相似 的 算 子 有 相同 的 谱 ， 相 同 的 点 谱 ， 相 同 的 近似 
点 谦和 相同 的 压缩 谱 ， 

61. 乘积 的 谱 . 如 果 4 和 B 是 算 子 ， 又 若 它 们 中 最 少 有 一 
个 是 可 北 的 , 则 AB BA 相似 (其 证 明 , 当 4 可 逆 时 应 用 B4= 
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4 (4D)4 R4 B ay Bint Wy A AB=BUA(BA)B), 这 理 涵 ( 问 
题 60) 如 果 4 AB 中 最 少 有 一 个 是 可 逆 的 , 则 AB BA 有 相 
辣 的 谱 。 在 有 限 维 的 情形 我 们 了 和 解 得 更 多 一 些 , 不 必 假 定 可 道 性 ， 
AB 5 BA 恒 有 相同 的 特征 多 项 式 ， MRAM B BRA, M 
在 无 穷 维 的 情形 ， 两 个 积 算 子 不 一 定 有 相同 的 谱 ( 下 面 有 许多 例 
子 ), 但 是 它们 的 谱 不 会 有 太 大 的 差异 ， 精 确 的 断 语 如 下 ， 

问题 4. A(AB) 4 A(BA HERI, 

62. 近似 点 谱 的 闭 包 ， 

问题 使 . 近似 点 谱 恒 是 闭 的 吗 ? 

63. 谱 的 边界 . 

问题 63. 算 子 的 谱 的 边界 包 爹 于 其 近似 点 ee. 
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” 64. 正规 算 子 的 剩余 谱 . 现在 该 考虑 特例 了 ， 第 一 个 结果 
是 ,对 于 已 知 的 最 驯服 的 一 大 类 算 子 一 一 -正规 算 子 来 说 ,不 会 出 现 
最 坏 的 谱 病 态 ， 

问题 64. 如果 4 是 正规 的 , 则 荆 (4) 一 To(4) (所 以 ACA) 
一 呈 (4))， 另 一 表达 方式 ; 正规 工 子 的 剩余 谱 恒 为 空 集 。 

请 记 起 4 HIRERE TA) 一 0(4). 

65. 对 角 算 子 的 谱 的 各 部 分 ， 对 角 算 子 的 谱 已 被 确定 ( 问 
E 48) 为 其 对 角 线 的 闭 包 ; 该 谱 的 精密 结构 则 要 另行 THAR A He 
定 . 

问题 65.， 对 每 一 对 角 算 子 , 求 其 点 谱 , 压 缩 谱 和 近似 点 谱 ， 

66. 乘法 算 子 的 谱 的 各 部 分 ， 

问题 66. 对 每 一 乘法 , 求 其 点 谱 , 压 缩 庶 和 近似 点 谱 ， 

67、 单 侧 移 位 . 最 重要 的 , 也 是 在 希 耳 伯 特 空间 理论 的 一 切 
部 分 中 都 起 着 重要 作用 的 单个 算 子 是 单 侧 移 位 ， 它 的 最 简单 的 定 
义 方 法 也 许 是 考虑 平方 可 和 序列 的 希 耳 伯 特 空间 吕 ， 单 侧 移 位 就 
是 出 
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U<&o, £1, Ea, e D=O, Éo, £1, 2, “> ! 
定义 的 PA OL (AMBY EAR et, AR 
REA RE ER: 参看 解 56. ) 线性 是 明显 的 。 至 于 有 界 性 , EN 
成 立 是 鲁 绰 有 余 的 . ANB, 矢量 的 范 数 不 但 限制 在 合理 的 界 
RA, 而 且 被 准确 地 保持 下 来 一 一 单 侧 移 位 是 个 等 距 算 子 ， 0 的 
值 域 不 是 居 而 是 六 的 一 个 真子 空间 一 一 -第 一 些 标 为 0 的 和 拓 量 所 
成 的 子 空间 . 值 域 不 是 全 空间 的 等 距 算 子 的 存在 是 无 限 维 空间 的 
如 果 en 表示 矢量 <Lo, Eu Ea, eed, HP Snel 而 当 jn 时 
f= 0(n=0, 1, 2, ++), Wi en BRP 的 一 个 就 范 正 交 基 . U 在 
这 个 基 上 的 作用 可 用 

Ues=e (n=0, 1, 2, =) 

来 描述 。 这 些 方程 唯一 地 确定 了 UU, WAU 的 大 部 分 研究 中 
可 以 作为 本 的 定义 . 

一 个 熟悉 的 具有 以 非 旬 整数 为 下 标的 就 范 正 交 革 的 空间 是 
E? ( 见 问 题 26)， 由 于 ,在 这 个 空间 中 ,en(z) =, 使 下 标 增 大 工 的 
作用 就 同 于 条 以 e。 换 句 话说 ,上 面 那 单 侧 移 位 恰 同 于 BH? 上 出 

(Of) (2) =zf( 

定义 的 乘法 算 子 。 说 它 “ 恰 同 于 ”而 且 事实 上 ， 说 “ 那 ”" 单 侧 移 位 ， 
是 有 些微 小 用 语言 ; 但 这 是 一 种 方便 用 法 ,下 文 将 继续 下 去 ,正确 
地 说 , 单 侧 移 位 是 算 子 的 一 个 西 等 价 类 ,不 过 把 它 看 作 具 有 许多 不 
同 表 示 方 式 的 “一 个 ” 算 子 不 会 引致 什么 混乱 ， . 

问题 67、 单 侧 移 位 的 谱 是 什么 ? 谱 的 各 部 分 (点 谱 、 压缩 谱 和 
近似 点 谱 ) 是 什么 ?关于 单 侧 移 位 的 伴随 算 子 的 同一 问题 的 答案 是 
什么 ? 

68.， 双 侧 移 位 ， 单 侧 移 位 的 一 个 近亲 是 双 俩 移 位 ， 为 了 定义 
它 , 令 H 表示 双向 ( 双 侧 ) 的 平方 可 和 序列 全 体 所 成 的 希 耳 伯 特 空 
间 . 的 元 素 可 以 最 方便 地 写成 下 式 

<r, E, Ea, Eo, &1, Êa, > 

括号 中 的 项 指明 对 应 于 下 标 ORT, MOB ia A by ， 
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We, Ea, é-1, (Eo), Éi, Ša; <*> 
| l =ke, Es, -2 (E-D, o G1, => 
定义 的 算 子 W. RAAT ASE ew EA AAR M 
侧 移 位 , 如 则 单 侧 移 位 , 是 一 个 等 距 算 子 、 由 于 双 侧 移 位 的 值 域 是 
整个 空间 H, 它 还 是 一 个 西 算 子 。 

如 果 es ARRE Ce, Ea, Eo), En >, HEr éi 
tA#n ht &=0(na=0, +1, +2, =), Whe 形成 的 一 个 就 范 
TEE, W 在 这 个 基 上 的 作用 可 由 

Wen=nya (n=0, $1, +2, =) 
THE. 

问题 6@. 双 侧 移 位 的 谱 是 什么 ? 谱 的 各 个 部 分 (点 谱 、 压 缩 
谱 和 近似 点 谱 ) 是 什么 ?对 于 双 侧 移 位 的 伴随 算 子 的 同一 问题 的 答 
案 是 什么 ? . 

69. 函数 ( 希 耳 但 特 空间 ) 的 乘法 的 谱 ， 记 今 研究 过 的 每 一 算 
子 是 一 个 乘法 ,或 是 在 正统 意义 下 (在 L? 上 ) 的 乘法 或 是 (在 一 个 
函数 希 耳 伯 特 空间 上 ) 广 义 的 乘法 , 后 者 常 较 难 于 研讨 ; 但 它 确 也 
有 其 有 利之 处 , 即 具 有 一 个 令 人 满意 的 依据 于 谱 的 特征 、 

问题 69. 项 耳 伯 特 空 间 吾 上 的 一 个 算 子 4 可 以 表示 成 一 
个 函数 硕 耳 伯 特 空间 上 的 乘法 的 充 要 条 件 是 4 HARARE RK BR 
H 

注意 : 正如 LP 空间 上 的 乘法 的 有 关 事 实 记 指 明 ( 参 看 解 66)， 
这 个 特征 仅 适 用 于 沙 数 希 耳 伯 特 空间 .本 结果 似 属 于 了 . R. 
Halmos 和 A. L. Shields, 

70. 移 位 的 相对 谱 . RT 4 称 为 相对 可 送 的 ,如果 存在 一 个 
算 子 使 得 4B4 一 4， 这 个 概念 颇 为 特殊 , 也 不 特别 有 用 , BR 
有 一 些 古怪 的 性 质 。 很 清楚 ， 每 一 可 逆 算 子 是 相对 可 逆 的 ; 事实 
上 ,每 一 个 左 可 逆 或 右 可 道 的 算 子 也 是 相对 避 道 的 . 这 些 评注 是 显 
然 的 ; 较 此 远 不 明显 的 , (但 是 真 的 ) 是 每 一 有 限 维 空间 上 的 算 子 是 
相对 可 道 的 . (提示 ;把 这 算 子 表示 为 一 个 可 逆 算 子 与 一 个 策 零 算 
子 的 直接 和 ,) 这 个 概念 属于 一 般 环 论 ; 关于 有 限 维 空间 的 断 语 可 
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UER A: 一 个 复数 域 上 的 有 限 维 全 抑 阵 代数 是 一 个 正则 环 ( 参 看 
von Neumann [1936]). (任意 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) 算 子 4 的 
相对 讶 是 使 4 一 和 非 相 对 可 道 的 复数 入 全 体 的 集 .. 

问题 70.、 单 侧 移 位 的 相对 谱 是 什么 ? 

相对 谱 概 念 由 Asplund [1958] 引入 并 研究 。 

人 .相对 谱 的 闭 包 . ” 、 

问题 71. 相对 谱 恒 是 闭 的 吗 ? 
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72. 预 解 式 的 解析 性 ， 假 设 4 是 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 一 个 
AT. 如果 入 不 属于 4 的 谱 , WAT A-A 是 可 道 的 ; 记 pA) = 
(4 一 加 一 〈 当 必须 指明 函数 p 关于 算 子 4 的 依赖 性 时 , 记 作 p=. 
pa, ) 函数 p 称 为 ATMA, p 的 定义 域 是 4 的 谱 的 余 集 , 它 
的 值 是 WH LAS. 

预 解 式 的 定义 十 分 明晰 ， 这 使 人 相信 它 可 能 是 一 个 性 质 良好 
的 函数 , 为 了 准确 地 表达 这 一 事实 ， 可 考虑 很 一 般 的 函数 pw， 其 定 
义 域 是 复 平面 中 的 开 集 ,而 其 值 是 A 上 的 算 子 ， 这 样 的 函数 将 称 
为 解析 的 ， 如 果 对 于 H 中 每 一 了 和 9， 数 值 函 数 一 (2() g) 
《其 有 与 2 相同 的 定义 域 ) 按 通常 意义 是 解析 的 ， (为 使 这 个 概念 
与 其 它 密 切 相关 的 概念 区 别 开 来 ， 它 有 时 称 为 弱 解 析 性 .) 设 由 
A) =p O/A me AY PR 网 可 以 在 原点 指定 一 个 值 使 得 它 在 该 
处 成 为 解析 的 ， 则 ( 恰 与 数值 函数 一 样 )g 称 为 在 ce HE OT BR E 
由 在 0 的 值 为 9 在 co 的 值 . 

问题 8， 每 一 算 子 的 预 解 式 在 其 定义 域 的 每 一 点 以 及 在 co 
是 解析 的 , 它 在 CoM BRE HF), . . 

关于 预 解 式 的 详尽 研究 , 可 参看 Dunford-Schwartz [1958, 
VII, b 

谱 的 非 空 性 ， 每 一 个 算 子 都 有 非 空 谱 吗 ?9 这 个 问题 迟早 
ante Wn ICA RRB HE OREHE BI KEN. BE 
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7A RRR — AREER at A RR ES Be 
一 个 零点 ; 而 这 , 不 变 其 一 般 性 ， 又 同 于 说 每 一 ( 具 复 系数 的 ) 禾 项 
式 方 程 最 少 有 一 个 ( 复 的 ) 零 点 。 换 名 话说， 关于 谱 的 这 个 一 般 问 
题 , 在 有 限 维 情形 , 就 已 经 象 代数 基本 定理 那么 深刻 , 面 后 者 的 证 
明 通 常 基 于 复 解 析 函 数 的 理论 ， 现 在 , 此 类 函数 的 理论 必然 会 进 
入 (不 论 维 数 是 有 限 或 无 穷 的 ) 算 子 的 研究 中 该 不 会 那么 令 人 许 异 
T. 

问题 13. 每 一 算 子 有 一 个 非 空 谱 ， 

74. HEE -AAT AMBRE, (4) 为 记号 , 由 

YY(4)=sapflX:XE4(4)} 

定义 。 很 清楚 , O<r (4) 到 14 谱 映 射 定理 也 蕴涵 对 每 一 正 束 数 
nA r(A) 二 (rx(4))"， 情况 常常 是 这 样 , 即使 一 个 算 子 的 谱 难 于 
求 得 ,其 谱 灶 径 则 较 易 计算 ; 使 计算 容易 的 工具 是 下 面 的 断 语 。 

问题 7a. 对 每 一 算 子 A, 

r(A) =lim | Anh, 

此 式 的 意义 是 ,所 示 极 限 恒 存在 且 共 值 如 所 示 ， 

这 个 结果 的 一 个 容易 的 推论 是 ， 如 果 A 4 与 召 是 可 交换 算 子 ， 
则 

r(AB)<r (A)r(B), 
还 有 一 个 推论 多 少 不 那 未 容易 ， 但 也 不 过 是 关于 不 等 式 的 稍为 复 
杂 的 分 析 , 这 就 是 ,如 果 A 与 BB 可 交换 , 则 
r(A+B)<r(A)+r(B), 

如 果 不 假定 可 交换 性 , 则 下 面 这 个 二 维 的 例子 , 如 


0 0 /0 1 
a(i o) B(q ob 
证 明 次 可 乘 性 与 次 可 加 性 都 不 能 保持 . 
75. 加 权 移 位 ， 加 权 移 位 就 是 ( 单 侧 或 双 侧 的 ) 移 位 与 一 个 与 
其 相 容 的 对 角 算 子 的 积 ， 更 明白 地 说 ,假设 {es} 是 一 个 就 范 正 交 
#e(n=0, 1, 2, vee 或 n=0, +1, +2, -), FFE Loin} 是 一 个 复数 
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的 有 界 序列 Cn 的 集 与 前 者 同 ) 。 加 权 移 位 算 子 就 是 形 如 SP 的 算 
子 ， 这 里 S 是 一 个 移 位 (Se 一 si) 而 P 是 以 {2s} 为 对 角 线 的 对 
角 算 子 (Pe, 一 omes)。 对 于 加 权 移 位 算 子 并 非 一 切 都 已 了 解 ,但 只 
此 已 经 了 解 的 少量 知识 已 使 它们 在 构造 例子 和 反例 中 几乎 成 为 不 
可 缺少 的 了 . 

问题 ?5. we RPHRQAAT A HT, 具有 对 和 角 A fag} 和 
{Ba}, REM — H nF jan) =| Bal, 则 加 权 移 位 4 一 SP 与 B=SQ 
BF, 

关于 两 个 加 权 移 位 的 讨论 ， 我 们 有 权 要 求 以 两 个 就 范 正 交 基 
为 参数 系 ， 但 这 样 做 所 得 到 的 普遍 性 是 很 微弱 的 ， 如 果 fe.) 和 
{fa} 是 就 范 正 交 基 , 则 存在 西 算 子 U 使 得 对 一 切 %n 有 Ue, fa 
而 在 任 一 酉 等 价 性 的 证 明 中 都 可 不 费力 地 通过 ， 

关于 加 权 移 位 的 西 等 价 性 的 结果 有 两 个 有 用 的 推论 ， 首 先 ， 
带 权 数 mm 的 加 权 移 位 西 等 价 于 带 权 数 |as| 的 加 权 移 位 ， 由 于 本 
等 价 的 算 子 是 “抽象 地 恒 等 的 ”， 所 以 只 限于 注意 带 非 负 权 数 的 加 
权 移 位 ， 这 对 普遍 性 说 无 任何 损失 ， 这 也 就 是 多 许 使 用 “ 权 ” 一 词 
的 理由 ,其 次 ,如果 4 是 加 权 移 位 ,又 车 a 是 一 个 模 1 的 复数 , 则 
由 于 oA 是 一 个 加 权 移 位 , 其 诸 权 数 与 4 的 对 应 权 数 有 相同 的 
模 , 可 推 知 4 与 4 是 西 等 价 的 , 换 句 话说 , 在 西 等 价 的 范围 内 ,一 
个 加 权 移 位 并 不 因 乘 以 一 个 模 1 的 数 而 变化 ， 这 北 涵 (例如 ) 加 权 
移 位 的 谱 有 圆 对 称 性 如果 和 在 谱 中 又 若 |e| =1， 则 od 也 在 谱 
中 ， 

76. 加 权 移 位 的 相似 性 。 问题 75 的 道 是 否 成 立 ? 换 句 话说 ， 
假设 4 和 B 是 加 权 移 位 ， 带 权 数 fo} 和 {Bw}; WME A 与 召 西 
等 价 ,是否 可 推出 对 一 切 % 有 |os| 一 | Bu|? 这 可 能 会 令 人 感到 无 从 
着 手 , 但 如 通过 正确 途径 ,也 不 难得 解 ， 答 案 是 否定 的 ; 理由 是 对 
双 侧 移 位 说 ， 权 数 的 平移 产生 一 个 与 它 西 等 价 的 移 位 .就 是 说 . 
如 果 46 = aneng 而 Ben = anena lnO, +1, +2, -), MAG 
B 是 西 等 价 的 ， 事实 上 , WEW 是 双 侧 移 位 Ween, n=0, 
+1, £2, +), W'AW=B; 可 是 , 如 果 序 列 {lanl} 不 是 常数 ， 
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— AUBREY. GRE PAE AS, 
则 情况 有 一 部 分 是 讨厌 的 ,一 部 分 是 不 足 道 的 ， 在 好 的 情形 (无 零 
权 数 ) 下 , 单 侧 移 位 的 华 随 算 子 A 的 核 由 so 张 成 ,4” 的 核 由 eo 
Fl ex 张 成 ,而 一 般 地 ，4” 的 核 由 eo, …，e_i(n 一 1，25 .3，…) 张 
成 WẸ A 与 五 是 西 等 价 的 加 权 移 位 ， 则 Ae 与 B" bees 
价 的 ; Bm, A=U"BU, N) U wey ker A" BRR kerB™, XA 
HH, deo eren- 的 张 成 空间 在 下 不 变 ,而 由 此 又 可 推出 U 是 一 
个 对 角 算 子 。 由 于 一 个 西 对 角 和 矩阵 的 对 角 线 元 素 有 模 1， 可 以 推 
知 ,对 每 一 nm, A 与 B 在 6 上 的 作用 , 仅 能 相差 一 个 模 1 的 因子 . 
对 权 数 非 零 的 加 权 移 位 说 , 这 解答 了 西 等 价 的 问题 ; 关于 相似 
性 则 又 怎样 ? 
问题 ?6. 和 如果 A fo B 是 单 侧 加 权 移 位 , 带 非 0 权 数 {an} 和 
{Gn}, 4 与 吾 相似 的 充 要 条 件 是 商 | 
oo 
Bott Pa 
的 序列 距 0 有 界 而 且 距 ce 有 界 ， 
相似 性 比 起 西 等 价 性 是 不 那么 严峻 的 限制 ; 关于 相似 性 的 问 
题 常 较 易于 回答 。 修改 关于 单 侧 移 位 的 论证 , 把 修改 的 重点 主要 
放 在 记号 而 不 是 概念 上 ， 由 此 可 能 得 到 双 侧 移 位 相似 性 的 类 似 于 
问题 76 里 所 给 的 那样 一 个 满意 的 条 件 ; R. L. Kelley 就 这 样 做 
T. 
?7， 加 权 移 位 的 范 数 和 谱 半 径 ， 
SHIT. 试用 加 权 移 位 的 权 数 表示 它 的 范 数 和 谱 半 人 径 . 
78. 加 权 移 位 的 特征 值 ， 任 意 的 加 权 移 位 的 谱 及 其 各 部 分 的 
准确 决定 不 是 一 个 显 易 的 问题 ， 下面 是 一 个 有 用 的 零碎 结果 . 
问题 ?8. 未 一 切 ( 带 非 需 权 数 的 ) 单 侧 加 权 移 位 及 它们 的 件 
随 算 子 的 一 切 特 征 值 ， 
.在 权 数 中 0 的 可 能 出 现 不 是 一 个 本 质 的 困难 , 但 却 使 人 讨厌 ， 
一 个 单 侧 加 权 移 位 如 有 一 个 权 数 为 9 便 因此 变 成 一 个 有 限 维 算 子 
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和 另 一 个 加 权 移 位 的 直接 和 ， 出 现 无 穷 多 个 零 权 数 能 引起 某 些 有 
EARM SAME 81), 但 是 关于 移 位 的 好 的 问题 必须 写 非 零 权 
数 打交道 . 

79. 加 权 序 列 空间 ， < 加权 移 位 ” 一 词 现在 有 一 种 确切 意义 ， 
但 它 本 来 也 (同样 合理 地 ) 可 以 有 其 它 某 种 意义 。 它 现在 的 意义 是 
对 变换 加 上 权 数 以 修改 适 常 序列 空间 ”上 的 通常 移 位 ; 它 可 能 有 
的 意义 是 对 空间 加 上 权 数 。 

为 了 明显 地 描述 另 一 意义 ， 令 p= {po pr pa,…} 表示 一 个 


正 数 序列 ， 并 令 PP(p) AWE D pl Enl <o 的 复数 序列 Co, 
Er fa …> 的 集 ， 关 于 逐 坐 标的 线性 运算 和 由 
(léo, En éa >, <o, Mu ne D) = pénn 


定义 的 内 积 , 集 ?(p) 是 一 个 希 耳 伯 特 空间 ， 它 可 以 叫做 一 个 加 权 
序列 空间 . (这 一 切 都 指 单 侧 的 ; 双 侧 的 情况 可 以 类 似 地 处 理 . ) 移 
位 何 时 成 为 这 空间 上 的 一 个 算 子 ? 换 句 话说 , 如 果 了 = 《6o Ss, Ss, 
>》 EP (p), ill Sf=<0, £0, 1, E2, > EP (p), B24 f HF PCy) 
上 变化 时 ,1SF| 被 上 | 的 一 个 常数 倍 所 界 ,这 命题 何 时 能 成 立 ? 答 复 
是 容易 的 ， 一 个 明显 的 必要 条 件 是 存在 一 个 正常 数 “ 使 得 |eijl 
<ajes|， 这 里 的 en 当然 是 下 标 为 名 的 坐标 是 工 “而 一 切 其 他 坐标 
是 0 的 矢量 ， 由 于 |esl?==p。， 这 个 条 件 等 于 说 序列 {pnyz/ps} 是 
有 界 的 .几乎 显然 地 ,这 个 必要 条 件 也 是 充分 的 。 如 果 对 一 切 % 
有 port/Dns<a2, M 


[SF P= > Pal En? = 


7 Pa- lén]? 


<o Smee LA. 


关于 通常 序列 空间 上 加 权 移 位 的 每 一 问题 都 可 以 对 于 加 权 序 列 空 
间 上 通常 移 位 重新 提出 ; 这 里 是 一 个 样 例 . 

问题 ?9. R p= { pa} 是 一 个 正 数 序 列 使 得 {pnti/Pn} 有 
TP) EAL REEE P 表示 ? 
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80. 单 点 谱 、 问 题 48 (平面 的 每 一 非 空 紧 子 集 是 某 一 算 子 的 
谱 ) 的 证 明 还 不 够 有 伸缩 性 ,不 足以 得 出 谱 的 各 部 分 的 一 切 不 同性 
态 的 例 。 这 个 证 明 用 的 是 对 角 算 子 , 它们 恒 有 特征 信 仅 从 这 个 证 
明 不 可 能 推断 点 谱 是 空 集 的 算 子 的 存在 性 ， 乘 法 算 子 现在 出 来 解 
PAE. WIR DD 是 一 个 闭 域 , 如 果 对 D 中 的 oC) 一 又 车 
A 是 在 刀 中 平面 勒 贝 格 测度 的 L? 空间 上 自 p 诱 导出 的 乘法 算 
子 , 则 4 REE D, 但 4 的 点 谱 是 空 集 ， 用 类 似 的 技巧 可 以 
证 明 具 有 To(4) = PACA) = (譬如 说 ) [0, LWT 4 的 存在 
性 ; 只 须 利 用 [0, 匡 中 的 线性 勒 贝 格 测度 . 只 要 平面 中 一 个 紧 集 M 
是 使 每 一 单个 点 都 有 0 测度 的 (Borel 集 上 的 测度 的 支 集 ， 则 M 
是 一 个 无 特征 值 的 算 子 的 谱 ( 说 M 是 n WLR AHNEN 是 
一 个 使 ACMNN) =0 的 开 集 , 则 下 ni W 一 分 .证 明 平面 中 每 一 
非 空 紧 完全 (无 孤立 点 ) 集 是 一 个 使 每 一 单个 点 都 有 零 测度 的 
(Borel 集 上 的 ) 测 度 的 支 集 , 这 是 拓扑 测度 理论 的 常规 习题 (这 个 
证 明 与 希 耳 伯 特 空间 理论 没有 多 大 关联 ) ， 由 此 推 知 每 一 如 此 的 
集 是 一 个 无 特征 值 的 算 子 的 谱 , 非 完全 的 集 怎么 样 ? 

将 代数 学 中 的 坚 零 元 概念 作 适 当 的 解析 学 上 的 推广 ， 可 用 以 
给 出 一 个 很 满意 的 回答 ， 一 个 算 子 称 为 轩 鹤 的 ,如 果 它 的 某 些 正 
He HCH ET CRAM HE UK Be Ws a EEG BOs 如 果 
lim| A" "=0, LF 4 AVR A, BA EMS. H 


映射 定理 蕴涵 ,如 果 4 RSH, W 4(4) 一 {0}。 用 范 数 表示 谱 
半 色 的 表示 式 蕴涵 .如果 ABBE, W AA) 一 {0}, Aw 
命题 也 是 真 的 ， 知 零 算 子 恒 有 非 平凡 核 , 从 而 有 一 个 非 空 上 氮 谱 ; 对 
WERT UL, 就 不 是 如 此 ， 

问题 80. 构造 一 个 拟 畦 零 算 子 ,其 点 谱 是 空 集 ， 

要 看 到 在 有 限 维 空间 上 这 样 的 例子 显然 是 不 存在 的 . 

81. 直接 和 的 谱 ， 两 算 子 的 直接 和 的 谱 是 它们 的 谱 的 并 集 ， 
对 于 点 谱 、 近 似 点 谱 和 压缩 谱 , 同 命题 也 成 立 ,本 结果 从 两 个 直 和 
加 项 到 任意 有 限 多 个 加 项 的 推广 是 一 个 显 易 的 归纳 法 ,如果 被 加 
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项 的 项 数 无 穷 将 如 何 ? 解答 的 一 个 可 能 线索 是 无 穷 维 空间 对 角 算 
THER. 如 此 的 算 子 是 一 个 无 穷 直 接 和 , 其 每 一 加 项 是 一 个 
一 维 空间 算 子 , 但 其 谱 是 它们 《 诸 加 项 ; 的 谱 的 并 集 的 闭 包 (问题 
48), . . 
问题 81， 诸 算 子 的 直接 和 的 谱 恒 为 它们 的 谱 的 并 集 的 闭 包 
吗 ? 了 
82. Reid 的 不 等 式 。 算 子 的 代数 性 质 ， 例 如 是 自 伴 的 或 是 
正 的 , 在 本 书 中 迄今 还 没有 起 重大 的 作用 ， 它 们 出 现 于 下 一 问题 
中 ,但 只 是 附带 地 涉及 ; 在 目前 的 研究 中 ,本 问题 着 重 讨论 的 是 谱 
问题 恕 .如果 和 4 和 B 是 使 得 和 4 正 而 AB 自 件 的 算 子 , 则 对 
每 一 有 |(4ABf, DISr(B AF, J). 
本 结果 的 一 个 稍 弱 的 说 法 属于 Reid[1951]; 其 较 弱 之 处 在 于 
他 以 | 引 到 代 r(B), 
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83， 算 子 的 距离 空间 。 如 果 两 算 子 4 与 8 间 的 距离 定义 为 
14 一 引 , 则 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 全 体 的 集 变 成 一 个 距离 空 
闻 , 关 于 该 空间 的 标准 的 距离 问题 和 拓扑 问题 中 , 有 某 些 问题 的 答 
案 比 其 他 更 有 趣 . 譬如 说 , 我 们 会 毫 不 足 赌 地 问 该 空间 是 否 完备 
的 .回答 是 ; 是 的 .证 明 是 每 一 个 数学 家 在 他 的 一 生 中 至 少 要 进行 
一 次 的 那 一 类 例 行 的 分 析 ; 它 一 点 不 会 令 人 诺 异 ， 这 个 结果 ,附带 


地 说 一 下 , 它 已 经 被 悄悄 用 过 了 . 在 解 ?2 中 ,级 数 D A" 的 收敛 性 


是 从 |4|<1 的 假定 推出 的 。 警觉 的 读者 该 已 经 注意 到 , 肯定 该 扒 
断 的 合理 性 需要 上 述 的 完备 性 结果 (不 那么 警 党 的 读者 也 会 注 
意 到 收敛 性 概念 本 身 必须 参照 某 种 拓扑 而 言 . ) 

对 完备 性 就 说 到 这 里 , 关于 可 分 性 要 说 些 什么 ?如 果 基 础 希 耳 
伯 特 空间 不 是 可 分 的 ,不 能 料想 其 上 的 算 予 空间 是 可 分 的 , 而 且 的 
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MBAREREREMM,. RMA PT WaT HRT AR 
的 问题 . 

问题 外 .如果 一 个 项 耳 伯 特 空 间 是 可 分 的 ， 可 否 推 知 它 上 面 
的 算 子 组 成 的 距离 空间 是 可 分 的 ? - 

81. FATHER. CRUSH LWA SA 
代数 结构 上 引入 拓扑 之 后 ， 紧 接着 习惯 地 也 是 必要 地 会 探究 有 关 
联 的 代数 运算 的 连续 性 , 在 目前 讨论 的 问题 中 , 结果 是 所 有 初等 代 
数 运算 (线性 组 合 , HE, 乘法 ) 都 是 对 于 它们 的 诸 变 元 全 面 连 续 . 
并 且 算 子 的 范 数 也 是 它 的 变 元 的 连续 函数 。 证 明 都 是 烦琐 无 味 
BY. . 

上 面 所 未 提 到 的 主要 代数 运算 是 求 道 。 由 于 不 是 每 一 算 子 都 
是 可 逆 的 ， 逆 算 子 的 连续 性 问题 仅 在 算 子 空间 的 一 个 子 集 上 有 意 
问题 .84.， 可 北 算 子 组 成 的 集 是 开 的 。 该 集 到 其 本 身上 的 有 映 
Ht A> A7 RGE? 

_ 可逆 算 子 集 是 开 的 这 一 陈述 并 不 回答 关于 该 集 的 几何 学 的 一 
切 问 题 。 Bink, 它 没有 说 到 可 道 算 子 是 否 能 完全 包围 一 个 奇异 
的 (= 不可逆 的 ) 算 子 ,用 更 专门 的 术语 来 说 : 有 没有 任何 孤立 的 奇 
异 算 子 ?答案 是 “ 否 ”; 奇异 算 子 集 是 ( 弧 ) 连 通 的 、 理由. WE A E 
奇异 的 , 则 对 一 切 数值 t, tA 也 是 如 此 ; 映射 1+ 一 44 是 把 算 子 0 
连结 到 算 子 4 的 连续 曲线 .可 道 算 子 组 成 的 开 集 也 是 连通 的 吗 ? 
这 问题 要 难得 多 ,参看 问题 110. 

85. 谱 的 连续 性 ， 谱 (暂时 仪 限于 讨论 一 个 国定 的 希 耳 伯 特 
空间 上 的 算 子 ) 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 由 算 子 组 成 而 其 值 域 则 由 
紧 复 数 集 组 成 ， 尝试 去 定义 这 样 一 类 函数 的 连续 性 的 意义 , 这 是 
有 道理 的 。 谱 是 否 连 续 ? 设计 下 面 的 例 是 为 了 证 明 不 论 怎样 解释 
该 问题 ,答案 将 恒 是 “ 否 ”， 

问题 SF. 如果 k=], 2,3, 4 Rk=co, 令 Ar 表示 这 样 的 
3248) po AL ARE, CRAG Aren enp Aken HAE NAO 或 有 一 0 
( 置 1/co=0), HF Ap(k=1, 2, 3, ++, COlM BAIT A? 
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86. 谱 的 半 连 续 性 ， 问 题 85 的 例子 指明 存在 着 一 个 大 谱 算 
T, 在 它 的 每 一 个 邻 域 里 都 有 着 具有 相对 地 小 的 谱 的 算 子 ， 这 情 
况 能 从 另 一 方向 发 生 吗 ? 有 没有 一 个 小 谱 ( 算 子 ) 具 有 与 它 任 意 接 
近 的 大 谱 ( 算 子 )? 答 案 却 是 “ 否 ”?， 淮 确 的 断 语 是 ; 谱 是 一 个 上 半 连 
续 函 数 ,其 意义 如 下 .。 . 

问题 86. 对 于 每 一 个 算 子 4 和 每 一 个 包含 A(A) 的 开 集 
Lo, 对 应 着 一 个 正 数 6, 使 得 如 果 |4 一 Bi<e, 则 A(B)CAo. . 

这 是 一 个 标准 的 结果 . 一 个 标准 的 参考 文献 是 Hille-Phillips 
[1957, p. 167]; 另 一 个 是 Rickart[1960, p. 35]. Halmos-Lumer 
[1954] 讨 论 了 某 些 有 关联 的 函数 的 半 连 续 性 ， 

87. 谱 半 径 的 连续 性 。 由 于 谱 是 上 半 连 续 的 (问题 86), 谱 半 
径 也 是 如 此 这 就 是 说 ， 对 于 每 一 个 算 子 4 和 每 一 个 正 数 6, 对 
应 着 一 个 正 数 e 使 得 如 果 |4 一 BL <s, W r(B)<r(4) +8, 《证 
明 从 问题 86 即 得 . ) 谱 不 是 连续 的 (问题 85), 谱 半 径 呢 ? 

问题 87. 于 合 题 是 否 成 立 : 对 每 一 算 子 4 和 每 一 正 数 8， 对 
应 着 一 个 正 数 8, Rte R|A-Bl<e, 8 |r(A)—r(B)| <8? 等 
价 地 ,如 果 A, > A, T Gite (Ay) > r(A)? | 

这 是 难 解 的 ， 注 意 问 题 85 的 例 对 此 无 所 启示 ; 在 该 例 中 , 序 
列 的 每 一 项 及 其 极限 的 谱 半 径 都 等 于 圭 
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8. ATVB. 希 耳 伯 特 空间 有 两 个 有 用 的 拓扑 ( 弱 的 
和 强 的 ); 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 空间 则 有 若干 个 ， 由 范 数 诱导 出 
的 距离 拓扑 是 其 中 之 一 ; 为 与 其 他 拓扑 相 区 别 , 它 常 被 称 为 范 数 拓 
站 或 一 致 拓扑 .其 次 两 个 是 矢量 的 强 和 融 拓 扑 关 于 算 子 的 自然 派 
生物 ， 强 算 子 拓 寺 的 一 个 子 基 是 形 如 
{4: | (A— Ao) f] <2} 
W-- WRN RA; 相应 地 强 算 子 拓扑 的 一 个 基 是 形 如 
{A: | (A—Ao) fill<e, i=1, ++, k}. 
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的 一 切 集 的 集 类 ， 这 里 , kE- ERK, Ju ee fr 是 矢量 ,而 是 
TER. HEF UA H-t+THERM 
{A:| (A—Ao)f, 9) |<s} 

的 一 切 集 的 集 类 ,其 中 和 Jy 表示 矢量 而 se>0; 同上 (同一 般 拓扑 
空间 ), 一 个 基 是 这 样 的 集 ( 子 基 ) 的 一 切 有 限 交 的 集 类 . 与 此 相应 
的 收敛 (序列 的 和 网 的 ) 概 念 不 难 描 述 :, An > 4( 强 ) 当 且 只 当 对 每 
一 了 有 Af > Af GR) (BLE, He f Al (4, 一 4)fi>0)， 而 
A,—> 4( 弱 ) 当 有 日 只 当 对 每 一 有 4,f 一 4f( 弱 )( 即 是 , 对 每 一 
Smg AAS, MCAS, 9). 

最 容易 解决 的 是 关 填 顺序 比较 的 问题 . 弱 拓扑 小 ( 弱 ) 于 强 拓 
扑 ， 而 强 拓 扑 小 于 范 数 拓扑 ， 换 名 话说 , 每 一 弱 开 集 是 一 强 开 集 ， 
而 每 一 强 开 集 是 依 范 数 开 的 ， 再 换 句 话说 ,每 一 算 子 的 每 一 弱 邻 
域 包含 该 算 子 的 一 个 强 邻 域 ， 而 每 一 强 邻 域 包 含 一 个 距离 邻 域 . 
又; 依 范 数 收 义理 涵 强 收敛 , 而 强 收敛 将 涵 绊 收 伍 .这 些 事实 从 定 
义 立 即 推 得 ， 当 有 关 的 收敛 性 在 单位 球 上 具有 一 致 性 时 , 这 些 列 
涵 关系 是 可 道 的 (参看 问题 16).， 

问题 88. to Retlgf=1, AAS, 9) 王 (4 了 ,四 (一 致 )， 则 
(4a f-Afi—>0; 又 车 对 | 用 一 二 Wl|4A.f-Afl-0 (一 致 )， 则 
14,—Al—0. 

89.， 范 数 的 连续 性 .在 拓扑 代数 结构 (如 一 个 希 耳 伯 特 空间 
上 的 算 子 代数 , 赋 以 一 个 适当 的 算 子 拓扑 ) 的 研究 中 ， 某 些 对 象 的 
连续 性 的 证 明 常 是 单调 乏味 的 ; 有 趣 的 问题 倒 出 现 于 证 明 某 些 对 
象 是 不 连续 的 . 例如 的 确 有 ， 算 子 上 的 线性 运算 (a4 十 8B) 对 其 
所 有 变 元 说 是 全 面 连续 的 ,但 其 证 明基 包含 常规 步骤 (从 未 兽 通 过 
这 个 常规 步骤 的 读者 在 继续 学 习 之 前 必须 对 此 证 明 进行 核验 )， 下 
面 是 一 个 容易 但 不 那么 机 械 的 有 关 问 题 . 

问题 89. 三 个 拓扑 ( 范 数 ， 强 ， Beh 范 数 Ca ty Be 
A-> |Aj)& 4? 

90. 伴随 映射 的 连续 性 . 

问题 和， 三 个 拓扑 《 范 数 ， 强 ， 弱 ) 中 哪 一 个 使 件 随 映射 《 即 映 
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St 4~> 4") 连 续 ? 

91. 乘法 的 连续 性 ， 最 有 用 而 又 最 顽固 的 问题 是 论 及 乘积 
的 由 于 乘积 (与 范 数 和 伴随 不 同 ) 是 一 个 二 元 应 数 ,关于 乘积 的 
连续 性 陈述 有 一 个 “一 并 ”的 , 也 有 一 个 “分 别 ” 的 解释 。 如果 没有 
反面 的 说 明 , 这 桩 的 陈述 通常 依 “ 一 并 ”的 意义 解释 之 , 这 就 是 说 ， 
把 它们 所 讨论 的 对 象 解释 成 把 序 伪 <4，8B》 映 成 乘积 AB 的 映射 
(的 连续 性 ) 。 

问题 红 . 乘法 关于 一 致 拓扑 是 连续 的 而 关于 强 和 弱 拓扑 是 
不 连续 的 。 

证 明 是 容易 的 ,但 反例 则 甚 难 ; 最 简捷 的 反例 有 赖 于 某 些 奇效 
的 机 巧 ， 

92. 乘法 的 分 别 的 连续 性 。 昌 然 乘法 关于 强 或 弱 拓 扑 都 不 是 
一 并 地 连续 的 , 它 关于 这 两 个 拓扑 对 每 一 变 元 说 都 是 “分 别 地 ” 连 
续 的 .一 个 稍为 准确 的 表达 方式 可 陈述 如 下 . 

问题 92. 映射 4~>4B( 对 因 定 的 BB 和 B->AB (对 固定 
的 4) 都 是 强 连 续 又 是 弱 连 续 的 ， 

93. 乘法 的 序列 连续 性 乘法 的 ( 强 和 弱 的 ) 分 别 的 连续 性 是 
一 并 连续 性 的 一 个 较 弱 的 代替 物 ， 另 一 个 较 弱 ( 但 有 时 有 用 ) 的 代 
替 物 是 序列 意义 下 的 一 并 连续 性 。 

Eg 93. (a) 如 果 {Aq} 和 {By PA ZBMAT A fo BH 
算 子 序列 , 则 A,B, -> 4B( 强 ), (b) 如 果 在 假设 和 结论 中 者 以 “器 ” 
代 “ 强 ”这 个 断 语 是 否 仍旧 成 羡 ? 

4. 自 伴 算 子 的 增加 序列 。 一 个 自 伴 算 子 的 有 界 增加 序列 必 
弱 收敛 (于 必然 是 自 伴 的 算 子 )。 为 要 看 出 这 道理 , 可 设 {4} BA 
伴 算 子 的 一 个 增加 序列 ( 即 对 一 切 % 和 一 切 f， 有 (4s,f, AS 
(Anal, 用), 以 a 为 界 ( 即 对 一 切 % 和 一 切 f 有 (4nf, P Sal 
mR CA) = (As, P, WE Yn 是 一 个 二 次 形式 . 上述 假 定 
蕴涵 序列 他 ,} 是 收敛 的 从 而 ( 解 DRR 由 是 一 个 二 次 形式 。 由 此 
推 知 出 (有 = (As, 万 对 某 一 (必然 是 自 伴 的 ) 算 子 4 成 立 可 用 
极 化 方法 就 得 到 A > A (BWA. 
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关于 强 和 一 致 拓扑 是 否 可 推 得 同样 结论 ? 
问题 94. 自 件 算 子 的 有 界 增 加 序列 是 否 必 是 强 收 歼 的 ? AGF 
必 是 一 致 收 效 的 ? 
95. ZAR. 正 算 子 必 有 唯一 正平 方 根 的 断 语 是 谱 定 理 的 一 
个 容易 的 推论 。 可 是 在 谱 理论 的 某 些 探讨 中 ， 平方根 的 存在 证 明 
在 先 , 而 谱 定 理 则 基于 该 结果 . 下 述 断 语 指 明 如 何不 用 谱 定 理 也 
可 得 到 平方 根 ， 
9S. 如果 4 是 一 个 使 得 0S4S1 成 立 的 算 子 ， 又 车 序 
列 {B,} 是 由 方程 


Bo 一 0 H B, = (1-4) +B), n=0, 1, 2 e 
递归 地 定义 的 一 个 序列 ， 则 序列 Ba RAK SR, do % lim B, = B, 


— BY =A, 
. 两 投影 的 下 确 界 . WE EM Fk AH HR MAN 
wine, N WAA EMF ERKI M AN 的 各 种 几何 构成 物 上 
的 投影 ,有 时 容易 ， 有 时 也 很 难 。 WARY AP 可 交换 , 事情 很 可 
eh. Bin, mR MCN, MWARRBA NOM 为 值 域 
的 投影 , NE MIN, 则 容易 求 出 以 MVN 为 值 域 的 投影 ， 当 没 
有 类 此 的 特殊 假定 时 , 问题 却 变 得 更 有 趣 了 . 
问题 98. bo RH fe F AGMA M 和 的 投影 , 求 值 域 为 
MON 的 投影 EAP, Co 
问题 是 要 求 出 所 述 投影 的 一 个 “表示 式 ”"。 虽然 大 多 数 数学 家 
将 带 着 同情 的 谅解 来 读 类 似 这 样 的 问题 的 陈述 ， 但 必须 承认 ， 严格 
地 说 , 它 毫 无 实际 的 意义 。 要 使 它 成 为 有 精确 意义 的 (陈述 ), 最 明 
显 的 方法 是 先 描 述 某 些 算 子 的 类 ， 要 求 它们 在 某 些 熟悉 的 代数 和 
拓扑 运算 下 是 封闭 的 ,然后 试 去 证 明 每 当 妃 和 三 属于 这 样 的 一 
个 算 子 类 , WEAF 也 是 如 此 ， 与 此 有 关联 的 最 著名 且 有 用 的 
( 算 子 ) 类 是 各 种 von Neumann 代数 (von Neumann 称 为 “ 算 子 
m”). 一 个 von Neumann 代数 就 是 一 个 自 伴 ( 即 在 求 伴随 运算 
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下 封闭 )、 含 有 工 且 强 闭 〈 即 关于 强 算 子 拓扑 是 闭 的 ) 的 算 子 代 
数 ( 即 一 个 在 加 法 和 乘法 下 封闭 且 在 任意 数量 的 乘法 下 封闭 的 算 
子 类 )。 于 是 对 于 von Neumann 代数 , 上述 问 题 就 是 要 证 明 ， 如 
果 一 个 von Neumann RAe A ARE EMF, 则 它 也 含有 
ENF. . . 

参考 资料 . von Neumann [1950, Vol. 2, p. 55], 
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97， 正 规 算 子 的 谱 映 射 定理 . 正规 算 子 组 成 已 知 的 最 易 研究 
的 算 子 类 , 关于 它们 的 最 重要 的 陈述 是 谱 定 理 。 学 习 算 子 理论 者 
一 般 都 同意 说 , 谱 定 理 的 有 限 维 说 法 必须 与 对 角形 式 打 交道 (每 一 
个 有 限 的 正规 盾 阵 酉 等 价 于 一 个 对 角 的 矩阵 ) ,适用 于 无 穷 维 空间 
的 一 般 说 法 没有 一 个 被 普遍 地 接受 的 表达 方式 ， 起 中 心 作用 的 有 
时 是 函数 代数 的 有 办 的 算 子 表示 ， 而 有 时 则 是 带 有 非 正统 的 乘法 
性 质 的 Stieltjes 积分 . 有 一 个 简短 而 有 力 的 陈述 , 它 没有 达到 最 大 
的 普遍 性 《 它 每 一 次 仅 适 用 于 一 个 算 子 ， 面 非 适用 于 算 子 代数 )， 
但 它 确 以 谱 定 理 的 所 有 经 典 表达 方式 作为 其 容易 的 推论 ， 而 且 它 
是 关于 对 角形 式 的 熟悉 陈述 的 径 捷 的 推广 , 这 也 是 它 的 优点 。 在 
下 文中 , 该 陈述 将 被 称 为 谱 定 理 ; 它 说 的 是 每 一 正规 算 子 西 等 价 于 
ARE, 这 个 陈述 恰 可 用 通常 证 明 谱 定理 的 同样 技巧 来 证 明 ; 
参看 Halmos[1963], Dunford-Schwartz [1963, pp. 911~912], 

谱 定 理 的 乘法 说 法 有 一 个 技巧 上 的 缺点 ， 它 所 用 的 测度 可 能 
不 是 o- 有 有限 的 . 这 也 不 得 事 ， 有 两 个 理由 。 首先， 在 乘法 的 处 理 
中 ，c- 有 限 性 的 假定 只 是 为 了 方便 ， 不 是 必要 的 (参看 Segal 
[1951]). 其次, 仅 当 基础 空间 非 可 分 时 才 必须 考虑 非 c- 有 限 测 
度 ; 算 子 的 变态 才 会 带 来 测度 的 变态 ， 今 后 当 涉 及 谱 定 理 时 ,读者 
可 在 下 列 两 法 中 任 选 其 一 : 讨论 一 般 情形 ,并 保持 必要 的 警惕 ; 或 
限于 注意 可 分 的 情形 , 宁可 在 普遍 性 上 稍 受 损 失 , 但 却 易 于 进行 研 
a, | . 
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不 使 用 谱 定 理 , 可 能 使 某 些 证 明 宛 长 而 且 舌 琐 , 但 在 某 些 文献 
中 ,有 些 作 者 宁愿 这 样 做 ， 由 此 带 来 的 繁 宛 证 明 常 见于 数学 的 许 
多 部 分 中 ， 许 多 大 定理 的 不 幸 就 在 于 它们 常常 被 敬而远之 , 不 是 
被 敬 而 用 之 ， 这 并 不 是 由 于 数学 上 的 胡 闸 ， 长 而 “初等 ”的 证 明 往 
往 提供 更 多 的 润 察 力 而 且 引 致 更 有 成 果 的 推广 ， 而 且 胜 于 利用 有 
力 的 ,但 过 于 专门 的 工具 的 简短 的 证 明 . 

这 并 不 是 说 , 要 不 惜 任何 代价 地 避免 使 用 谱 定 理 ， 强 有 力 的 
一 般 定 理 的 存在 就 是 为 了 要 被 应 用 ， 有 意 避 免 它 们 至 少 会 象 赢得 
洞察 力 一 样 频繁 地 会 失去 洞察 力 ， 例如, 对 每 一 个 正 算 子 有 一 个 
正平 方 根 ， 谱 定理 给 出 一 个 直接 而 清晰 的 证 明 〈 因 为 每 一 正 可 测 
函数 有 一 个 平方 根 为 问题 95 的 遥 近 技巧 是 有 趣 而 且 有 用 的 , 但 它 
远 不 是 那 末 明 汶 .再 举 一 例 ,考虑 断 语 : 谱 由 两 数 0 和 了 组 成 的 自 
伴 算 子 是 一 个 投影 ， 要 证 明 它 ， 可 令 ARRAT, 并 记 B=A- 
A, BA, B 是 自 伴 算 子 , BUR ee, AB) 0, xa 
|Bl =r B) =0 从 而 如 一 0( 范 数 等 于 谱 半 径 对 于 一 切 正规 算 子 成 
立 ， 但 对 自 伴 算 子 说 ,这 完全 是 初等 的 ; 参看 Halmos (1951, p. 
551). 试 将 此 证 明 与 使 用 谱 定理 的 证 明 比 较 : 如 果 9 是 值 域 由 两 
数 0 与 工 组 成 的 函数 , 则 gr 一 p， 最 后 一 个 例子 , 试 不 用 谱 定 理 证 
BY. 每 一 具有 实 谱 ( 即 其 谱 包 含 于 实 轴 中 ) 的 正规 算 子 是 自 伴 算 子 ， 

谱 定理 使 得 清楚 而 有 效 地 描述 所 谓 函 数 演 着 成 为 可 能 .如 果 
4 是 正规 算 子 ,又 若 F 是 4(4) 上 的 有 界 Borl 可 测 函数 , WK 
数 演算 产生 一 个 算 子 了 (4)， 为 了 定义 PCA), 可 以 一 个 ( 璧 如 是 
在 ) 测 度 空 间 X 上 的 具有 乘 子 9 的 乘法 代表 A 于 是 算 子 F(A) 
就 是 由 复合 函数 Pop ESN. 为 要 证 实 这 是 有 意义 的 , 必 
须知 道 p 把 X 的 几乎 每 一 点 喘 入 ACA); 就 是 说 , 至 多 只 要 将 p 
的 定义 域 改 变 一 个 零 集 , ETE p 的 值 域 包 含 于 它 的 本 性 值 域 . 
证 明 进行 如 下 ， 据 定义 , 4(4) 的 余 集中 每 一 点 有 一 个 邻 域 其 在 p 
下 的 原 象 有 测度 0， 由 干 平面 是 一 Lindelof SW, EA A(4) 
的 余 集 可 以 被 这 样 的 邻 域 的 可 列 族 所 覆盖 ， 从 而 ACAD HR 
集 的 原 象 有 测度 0， E 
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映射 了 一 了 (C4) 有 许多 悦 人 的 性 质 。 它 的 主要 性 质 是 , CE 
一 个 同时 也 保持 共 力 性 ( 即 PA) = 《8(4))") 的 代数 同 态 ， 由 此 
推 知 , 例如, 如 果 也 0) = lap, 则 了 (C4) 二 4"4， 出 现 于 函数 演算 
的 应 用 中 的 函数 了 不 恒 是 连续 的 (例如 ，Borel 集 的 特征 函数 具 
有 重要 性 ), 但 连续 函数 有 时 更 易于 掌握 ， 下 面 的 定理 是 一 个 谱 映 
射 定理 , 它 是 很 特殊 的 因为 它 仅 涉及 正规 算 子 ,但 它 又 是 很 一 般 的 
因为 它 容 纳 所 有 连续 函数 ， 

HN. f 4 是 一 个 正规 算 子 ,又 若 盏 是 一 个 AADEL 
的 连续 函数 , 则 ACEA) =F ACA). 

对 非 正 规 的 4， 类似 ?44) 的 某 些 东 西 有 时 似 世 有 意义 。 但 
十 述 结果 不 大 可 能 还 是 真 的 ， 例 如 假设 P(A) =A ACE Ja], 并 
对 于 每 一 算 子 4, 定义 了 (4) 为 ALA, 陈述 FAM) =A (A) 
不 可 能 成 立 ; 作为 反例 , 试 考虑 单 侧 移 位 ， 

98. 部 分 等 距 变换 .一 个 等 距 灾 换 是 使 得 钱 州 = 有 对 一 
切 了 成 立 的 线性 变换 可 (从 一 个 希 耳 伯 特 空间 到 它 本 身 ,或 从 一 个 
需 耳 伯 特 空间 到 另 一 着 耻 伯 特 空间 ) .一 个 等 距 变 换 是 一 个 保持 
ERREK: 对 一 切 f 和 g AUS -Ugl = | 一 外 ， 一 个 线性 变换 
是 一 个 等 距 变 换 的 充 要 条 件 是 UU=1, KWA. 条 件 (1) [Uf = 
I1 D UUS, N=, P, 8) (TUF, D=, 9 和 (UU 
一 1 是 两 两 等 价 的 . (从 (2) 过 渡 到 (9), 极 化 ,) 注 意 : 条 件 UU =1 
与 UU"=1 不 是 等 价 的 ， 后 一 个 条 件 当 U* 是 等 距 变 换 时 被 满 
E Zi U KATHE BER, 

考虑 等 距 地 作用 于 一 个 希 耳 伯 特 空间 的 子 集 (通常 是 一 个 线 
性 流 形 ,但 不 必要 是 一 个 子 空间 ) 上 的 线性 变换 (这 不 过 是 说 ,对 
该 子 集中 的 一 切 子 有 |Z fl=| 7) 有 时 是 方便 的 ， 一 个 部 分 等 距 
变 接 是 这 样 一 个 线性 变换 ， 它 在 它 的 核 的 正 交 补 上 是 等 距 的 。 有 
两 大 类 在 某 一 意义 下 属于 相对 立 的 极端 情形 的 部 分 等 距 变 换 的 例 
子 ; 它们 是 等 距 变 换 ( 而 特别 是 酉 变换 ) 和 投影 。 部 分 等 距 变换 的 
定义 从 表面 上 看 来 是 简单 的 , 而 实际 上 隐藏 着 复杂 人性, 而 这 些 例子 
把 这 种 复杂 性 继续 隐藏 下 去 ; 其 实 , 部 分 等 距 变换 的 结构 可 能 是 十 
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分 复杂 的 . 无 论 如 何 易于 证 明 部 分 等 距 变 换 是 有 界 的 ; 事实 上 如 
R U 不 是 0, WO | =1, 

ASH} ABE A Be ny BAAN TE 22 ASI EWM. 部 分 
等 距 变 换 的 始 空 间 就 是 使 D071 一 | 成立 的 全体 的 集 ( 需 要 证 
BA Ate RIO S| =| 7), WW f LkerU, in f=g+h, Hb g€kerU 
W h_LkerU, Mifi = {Ufi = {Ug +U =U] = l 由 于 | 
= |g]? + el’, 可 知 9 一 0)。 部 分 等 距 变 换 的 值 域 等 于 始 空间 的 象 
旦 必须 是 闭 的 (由 于 可 在 始 空间 上 是 等 距 的 ,其 象 是 完备 距离 空 
闻 )， 对 于 部 分 等 距 变 换 说 , 值 域 有 时 称 为 终 空 间 . 

问题 99. FFRBREBU ZAKS F HERE ARS 
UU 是 一 个 投影 . 

Kl. RU 是 一 个 邯 永 等 焉 变 葡 -对 这 的 招 寻 间 是 IT 
的 值 域 . 

R ARATI RAHM EME SS OD FE 变 
Th, 但 始 空间 和 终 空 间 互 换 , 

系 8. 有 界线 性 变换 了 是 一 个 部 分 等 距 变 换 当 且 只 
U=UU*D. 

9. 极 大 部 分 等 距 算 子 。 对 部 分 等 距 算 子 如 下 定义 一 个 ( 半 ) 
序 是 自然 的 : WRU AV 是 部 分 等 距 算 子 , 当 亚 在 了 的 始 空间 
上 与 Z gm, WUS. 这 蕴涵 的 始 空间 包含 于 下 的 始 
空间 中 (参看 问题 98 中 所 给 始 空 间 的 特征 )， 由 此 推 知 ， 邵 果 关 
于 目前 的 序 有 U<V, 则 关于 算 子 的 通常 的 序 CUS V CM 
的 ” 序 , 通常 只 就 自 伴 算 子 考虑 , 按照 它 , A<B 当 且 只 当 对 一 切 子 
有 (4f, f)<(BS, f)， 注 意 在 这 个 意义 下 ,U"U<VV 等 价 于 对 
-H FAUSSA. 逆 命 题 不 成 立 ; 如 果 对 于 部 分 等 距 算 子 
U 和 ,所 知道 的 只 是 吕 <VTV, 则 可 以 相信 ,UD 的 始 空间 包含 
Fy 的 始 空 间 , 但 不 能 得 出 口 AV 必须 在 较 小 的 始 空间 上 全 同 
的 结论 ， 

wA UU 一 1, 就 是 说 , WRU 是 等 距 算 子 , 则 仅 有 的 不 小 于 
U 的 部 分 等 距 算 子 就 是 OAS. 一 个 等 距 算 子 是 一 个 极 大 部 分 等 
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HAT. 有 没有 任何 别 的 极 大 部 分 等 距 算 子 ? 得 到 答案 的 一 条 途 
径 是 注意 到 , 如 果 U<V, WU 的 终 空 间 ( 亦 即 U* Wee SA) 
FV 的 终 空间 (V* 的 始 空 间 )， 而 且 还 有 , V* 在 UV" 的 始 空间 上 
与 UV? 全 同 ， 换 句 话 说 ,如 果 U<V, 则 U< 从 而 特别 有 UU* 
<VV"_ 这 蕴涵 如 果 UU*=1, MMU 是 共 恩 等 距 算 子 , WU 
也 是 极 大 的 ， 如 果 一 个 部 分 等 距 算 子 既 不 是 等 距 又 不 是 共 斩 等 距 
算 子 , 则 U MU 都 有 非 零 核 .在 这 情况 下 ， 易 于 把 U 扩大 成 这 
样 的 一 个 部 分 等 距 算 子 ， 它 把 ker U 中 一 个 预先 指定 的 单位 矢 
BR kerU* 中 一 个 预先 指定 的 单位 矢 ( 而 县 它 在 (kerD) 上 上 当然 
5U 全 同 )， 结 论 ， 一 个 部 分 等 距 算 子 是 极 大 的 当 且 只 当 它 或 其 
伴随 算 子 是 一 个 等 距 算 子 . 

算 子 要 成 为 极 大 部 分 等 距 算 子 的 容易 的 途径 是 作为 酉 算 子 , 
MRO eH 上 是 酉 算 子 ,又 若 玛 是 互 的 一 个 子 空间 , 则 Mg 
化 U 的 一 个 充分 必要 条 件 是 UM HM, wk U 仅 是 一 个 部 分 等 
BEST AY RE A RATA, UM = 了 但 M 不 约 化 U0, 也 可 能 
发 生 : M 44,U (2 UM4M, 如 果 如 是 极 大 部 分 等 距 算 子 则 又 
如 何 ? 

问题 9， 当 如 是 权 大 部 分 等 距 算 子 时 ， 试 发 现 命题 .UM 
M 5M 药 化 0” 间 的 区 涵 关 系 . 

100. 部 分 等 距 算 子 集 的 闭 包 和 连通 性 。 有 些 关于 部 分 等 距 
算 子 的 陈述 之 所 以 稍微 显得 笨拙, 只 是 由 于 0 必须 算 作 它们 (部 分 
等 距 算 子 ) 中 的 一 个 , 算 子 0 是 部 分 等 距 算 子 集 的 一 个 孤立 点 ; 它 
是 单位 球 内 部 仅 有 的 一 个 部 分 等 距 算 子 , 由 此 可 以 推 知 ， (例如 ) 部 
分 等 距 算 子 全 体 的 集 显 然 不 是 连通 的 . 单位 球 边 界 上 的 部 分 等 距 
算 子 则 如 何 ? 
问题 100. — ra KA 分 等 距 算 子 的 集 ( 关 于 算 子 的 范 数 拓 
站 ) 是 闭 的 但 不 是 连通 的 . 

101. 秩 、 余 秩 和 零 秩 ， 如 果品 是 部 分 等 距 算 子 ， id pC) = 
dimranU, ¢' (U) =dim(ranU)*, X »(U) =dimkerU (U 是 部 分 
等 距 算 子 这 一 点 在 这 些 定 义 中 实际 是 不 重要 的 ; 对 任意 算 子 也 可 
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以 下 相似 的 定义 ) .这 三 个 基数 , 分 别称 为 U WR, RRM A, 
不 是 完全 相互 独立 的 ; 它们 是 这 样 的 ，p 十 P 和 ptr 两 者 都 等 于 
基础 希 耳 伯 特 空间 的 维 数 , CER: 无穷 基数 的 减法 是 “ 滑 移 ”的 ; 
ARETE p'=v), RAB, WE p, o My 是 任意 三 个 使 得 
pte =p 十 ? HEX, MEERA Ko, REMER YR 
部 分 等 距 算 子 ( 对 称 性 要 求 考虑 2(0) 一 dim (rerU)+, U 的 
SRA; 但 它 无 关 重 要 ,由 于 了 在 (ker 0)+ 上 是 等 距 的 ， 可 推 
知 Y =p). 

回忆 起 如 果 U 是 部 分 等 距 算 子 , W UV" 也 如 此 ; U" 的 始 空间 
fi U KAZE, ZIAR. H eya rU) =p U) 而 POCO)= 
rU). 

函数 p, e 和 ”之 所 以 有 用 ， 其 理由 之 一 在 于 它们 是 连续 函 
Be. 为 了 解释 这 个 陈述 , 可 对 (一 个 固定 的 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) 部 
分 等 距 算 子 的 空间 了 使 用 范 数 拓扑 而 对 基数 使 用 离散 拓扑 .这 
样 说 明之 后 连续 性 陈述 的 意义 变 得 明确 了 ， 如 果品 充分 接近 TV, 
则 五 和 六 有 相同 的 秩 , 相同 的 余 秩 以 及 相同 的 零 秩 .。 下列 断 语 
ERE RHPA ER RIA. 

问题 101. KU fe V AAI —-V | < 工 成 立 的 部 分 等 距 
算 子 , 则 p(U)=p(V), pU) =p), nA vU) =r). 

对 每 一 固定 的 p, p 和 vw, + Plo, p, ?表示 (在 一 因 定 的 希 
耳 伯 特 空间 上 ) 具 有 秩 o, RK oO MER r 的 部 分 等 距 算 子 所 成 
的 集 ， 很 清楚 , Bi PP(p, p, 四 的 诸 集 形成 部 分 等 距 算 子 全 体 组 
成 的 空间 了 的 一 个 分 割 ; 每 一 集 Pp, p, ?) 是 又 开 又 闭 的 , 这 是 
问题 101 的 陈述 的 一 个 推论 ， 册 此 推 知 等 距 算 子 (v=0) 全 体 的 集 
RRA, 而 西 算 子 (o 一 2 一 0 全 体 的 集 也 是 如 此 . 

102. 部 分 等 距 算 子 的 空间 的 分 支 ， 如 果 p 是 一 个 测度 空间 
上 的 可 测 函 数 ， 使 得 [2| = 工 几 乎 处 处 成 立 , 则 在 该 空间 上 存在 一 
个 可 测 实 值 函 数 0 使 得 pe? 几乎 处 处 成 立 ， 这 是 容易 证 明 的 ， 
它 实质 上 说 的 是 一 个 可 测 函 数 恒 有 一 个 可 测 对 数 ， 理 由 是 , 指数 
函数 在 复 平 面 中 原点 的 余 集 上 有 一 个 (事实 上 有 许多 ) Borel 可 测 
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的 反 函 数 (在 负 实 加 的 余 集 上 选 一 个 连续 的 对 数 ， 然 后 扩张 它 ， 要 
求 在 (譬如 说 ) 上 半 平 面 上 的 单 侧 连续 性 ) . 

用 函数 演算 的 语言 ， 前 段 结果 可 以 如 下 表达 WRU 是 西 算 
子 , 则 存在 一 个 自 伴 算 子 A, 使 得 U=e 成 立 ， 如 果 U=, 0< 
t<1, 则 上 -> U: 是 一 条 联结 1( =U) A U(=U0) 的 酉 算 子 的 连续 
HA. Bie, 丁 算 子 全 体 的 集 是 弧 连 通 的 ， 用 问题 101 的 记号 表 
R, CAER p 的 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) 开 闭 集 P(o, 0, 0) 是 连通 
的 ; 它 是 部 分 等 距 算 子 全 体 的 集 王 的 一 个 分 支 ， 问 题 , 其 他 分 支 
是 什么 ? 管 : Bin P(e, p, ORAR. 

问题 102. (在 同一 个 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) 每 一 对 具有 相同 的 
秩 、 余 牧 和 零 秩 的 部 分 芋 距 算 子 都 可 以 用 具有 同样 的 秩 , PRE 
秩 的 部 分 等 距 算 子 的 连续 曲线 联结 起 来 ， 

103. 关于 部 分 等 距 算 子 的 酉 等 价 性 。 如 果 4 是 压缩 算 子 
(E48 |A|/<1), 则 1 一 44* 是 正 的 ， 由 此 推 知 存在 一 个 唯一 的 正 
算 子 其 平方 等 于 1 一 44", 称 之 为 4， 断 语 : 算 子 矩阵 

A A’ 
M(A) -( 0 0 ) 
是 一 个 部 分 等 距 算 子 . (利用 问题 98 的 ) 证 明 , 检验 MMM = MW, 
推论 ; 每 一 压缩 算 子 能 被 扩张 成 一 个 部 分 等 距 算 子 ， 

问题 1038. 如 果 4 与 如是 西 等 价 的 压缩 算 子 ， 则 MAS 
M(B) 也 是 西 等 价 的 ; wR Af BATE RRA, MSR 
也 成 立 ， 

从 一 个 可 能 是 “ 坏 的 ” 算 子 4 可 制造 出 一 个 “好 的 ” 算 子 , 这 有 
许多 方法 。 样本; At A* 和 


0 4 
Cro} 
这 些 方法 中 没有 一 个 能 产生 足够 多 有 用 的 4 的 西 不 变 式 ， 如 
保 委 与 召 西 等 价 , 则 它们 出 现 于 其 中 的 各 种 构造 也 是 如 此 , 通常 
这 是 易 证 的 ， 可 是 ,如 果 这 些 构造 是 酉 等 价 的 , 则 原 算 子 亦 然 , 这 
命题 通常 却 是 雇 误 的 . 问题 103 的 断 语 的 主要 兴趣 在 于 , HTE 
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所 讨论 的 特殊 的 部 分 等 距 构造 说 , 逆 命 题 却 碰巧 成 立 ， 

结果 是 ， 关 于 一 个 显然 是 很 小 的 算 子 类 (部 分 等 距 算 子 类 ) 的 
西 等 价 问 题 是 等 价 于 关于 远 较 广大 的 可 逆 压 缩 算 子 类 的 ( 西 等 价 ) 
问题 ， 可 堵 压 缩 算 子 的 西 等 价 问题 接着 又 显 易 地 等 价 于 关于 任意 
算 子 的 西 等 价 问 题 ， 理 由 是 ,经 过 一 个 平移 (4 -> 4 十 四 和 一 个 尺 
度 改变 (4 -> B84), 每 一 算 子 会 变 成 一 个 可 递 压 缩 算 子 ,而 平移 和 
尺 讼 改变 不 影响 及 西 等 价 性 ， 所 有 这 一 切 的 最 终结 果 是 把 一 般 酉 
等 价 问题 约 化 成 关于 部 分 等 距 算 子 (的 西 等 价 ) 的 特例 . 

104， 部 分 等 距 算 于 的 谱 ， 一 个 复数 的 集 要 满足 什么 条 件 才 
能 成 为 某 一 个 部 分 等 距 算 子 的 谱 由 于 部 分 等 距 算 子 是 一 个 压缩 
算 子 ,其 谱 必然 是 闭 单位 圆 域 的 一 个 子 集 . 如 果 一 个 部 分 等 距 算 子 
的 谱 不 含 原点 , 就 是 说 ， 如 果 一 个 部 分 等 距 算 子 是 可 逆 的 , 则 它 是 
WAT, 而 因此 , 它 的 谱 是 单位 圆 ( 周 ) 的 一 个 子 集 ， 由 于 单位 加 的 
每 一 个 非 空 紧 子 集 是 某 一 西 算 子 的 谱 ( 参 看 问题 48)， 刻 划 可 道 部 
分 等 距 算 子 的 谱 的 问题 已 得 到 解决 ， 关 于 不 可 道 的 又 如 何 ? 

问题 104. 为 了 使 一 个 复数 集 是 某 一 非 西部 分 等 距 工 子 的 
谱 , 它 必须 满足 什么 条 件 ? 

105. 极 分 解 ， 每 一 复数 是 一 个 非 负 数 与 一 个 模 为 1 的 数 的 
RR BOM PALO 外 ,这 个 极 分 解 是 唯一 的 ， 推 广 于 有 限 和 矩阵 , 则 、 
有 每 一 复 矩 阵 是 一 个 正 秆 阵 与 西 逢 阵 的 冬 积 。 如 果 所 给 的 秆 阵 是 
TRY, 又 若 对 因子 的 次 序 加 以 指定 (UP 或 PD), 则 再 一 次 得 到 
这 极 分 解 的 唯一 性 要 得 到 关于 每 一 拖 阵 的 满意 的 唯一 性 定理 是 
可 能 的 ,但 必须 付出 改变 所 允许 的 因子 的 种 类 的 代价 ; 部 分 等 距 算 
子 就 从 这 里 有 益 地 进入 有 限 维 矢量 空间 的 研究 中 ， 在 无 限 维 的 情 
形 ,部 分 等 距 算 子 就 成 为 不 可 避免 的 。 说 每 一 希 耳 伯 特 空间 上 的 
算 子 等 于 乘积 UP, THU 是 西 算 子 而 了 是 正 算 子 , 这 命题 不 成 
立 ,而 且 即 使 仅 要 求 U 是 等 距 的 , 命题 仍旧 不 能 成 立 ，( 具 体 反例 
的 构造 现在 可 能 是 不 明显 的 ， 但 不 久 它 将 是 一 般 理论 的 一 个 容易 
的 副产品 . ) 正 确 的 陈述 对 于 两 不 同 空间 之 间 的 变换 不 会 比 对 于 一 
个 空间 上 的 算 子 增加 难度 . 
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问题 105. wo RA 是 从 项 耳 伯 特 空间 H 到 项 耳 伯 特 空 间 K 
的 有 界线 性 变换 , 则 存在 一 个 (从 百 到 区 ) 的 部 分 等 距 变 换 可 ,又 
存在 一 个 ( 瓦 上 的 ) 正 算 子 了 ,使 得 44 一 UP 成 立 。 可 以 寻求 变换 
U 和 了 使 得 kerU=kerP, 而 这 个 另 加 的 条 件 唯 一 地 确定 了 它 
AI, 

把 4 吉成 满足 上 述 条 件 的 唯一 的 品 和 了 的 乘积 的 表示 式 
称 为 4 的 极 分 解 , 或 者 更 准确 地 说 ,4 的 右 方 极 分 解 。 对 应 的 左 
方 ( 极 分 解 ) (4 一 PD) 的 理论 , 系统 地 利用 伴随 变换 便 可 得 到 ， 

Al. 如 果 4=UP 是 4 的 极 分 解 , 则 U*A=P, 

系 2. 如 果 4=UP RAHM, NT 是 一 个 等 距 变换 的 
充 要 条 件 是 4 是 一 对 一 的 , 而 U 是 一 个 共 斩 等 焉 变换 的 充 要 条 
件 是 A 的 值 域 稠密 ， 

106. 极 大 极 表 示 . 

问题 106. 每 一 有 界线 性 变换 是 一 个 极 大 部 分 等 距 变 岳 与 一 
ACER Ft RR, 

107. 端点 ， 算 子 空 间 中 的 闭 单位 球 是 凸 的 , 对 每 一 有 趣味 的 
DE, 确定 其 端点 是 有 趣 的 . 

问题 107. 项 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 空间 中 的 闭 单位 球 的 端点 
是 什么 ? 

108， 拟 正规 算 子 ， 正 规 性 的 条 件 可 从 不 同 途 径 减 弱 ， 其 中 
最 初等 的 (途径 ) 引 导 到 所 正规 性 的 概念 ， 算 子 4 称 为 拟 正规 的 ， 
是 指 4 与 AA 可 交换 .很 清楚 , 每 一 正规 算 子 是 拟 正规 的 , He 
题 显然 不 成 立 ， 作 为 一 例 , 如 果 4 是 等 距 算 子 , 则 4*4=1, 从 而 
AG AA 可 交换 ,但 如 果 4 不 是 西 算 子 , 则 4 不 是 正规 的 (具体 
例子 可 考虑 单 侧 移 位 )， 

问题 108. 具有 极 分 解 UP 的 算 子 当 且 只 当 UP-PU 时 是 
拟 正规 的 。 

拟 正 规 算 子 首先 被 Brown [1953] (在 另 一 名 称 下 ) 引入 并 研 
究 ， 


109. 可 逆 算 子 集 的 稠密 性 ， 偶 然 有 这 样 的 情形 , 一 个 定理 对 
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可 逆 算 子 说 易于 证 明 而 对 一 般 情 形 则 难于 捉摸 ， 每 一 有 限 ( 方 ) 撮 
阵 是 可 闭 托 阵 的 极限 ， 这 一 点 因此 很 有 用 ， 在 无 穷 维 情形 , 对 
正规 算 子 说 ,逼近 方法 不 难 施行 (引用 谱 定 理 , 用 一 个 乘法 代表 给 
定 的 算 子 ,改变 乘 子 的 较 小 的 值 , 用 下 有 界 的 算 子 逼近 它 ). 可 是 如 
果 和 空间 是 无 穷 维 的 , 算 子 又 非 正 规 , 则 有 些 麻烦 . 

问题 109. 有 左 送 或 右 送 的 算 子 全 体 的 集 是 稠密 的 , CHA 
LERALEGHET SEHR TERT SEHR) ME, 

110. 可 逆 算 子 集 的 连通 性 ， 

问题 110， 可 计算 子 全 体 的 集 是 连通 的 。 
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lll. 正规 算 子 的 约 化 子 空间 ， 能 够 把 正规 算 子 约 化 到 具有 
各 种 预期 性 质 的 子 空间 上 来 进行 研究 ， 这 是 谱 定 理 的 主要 成 就 之 
一 ， 谱 定理 提供 了 许多 约 化 子 空间 , 下 面 的 断 语 就 是 说 明 这 个 事 
实 的 一 种 说 法 . 

问题 111. 如 果 4 是 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 耳 上 的 正规 算 
F, UH 可 表示 为 可 数 个 A 的 约 化 子 空间 的 直接 和 ， 这 可 数 个 
子 空间 具有 相同 的 无 穷 维 数 . 

112. 对 称 的 乘积 ， 对 称 就 是 一 个 对 合 西 算 子 ,也 就 是 一 个 使 
得 =R= HAT Q， 在 这 里 可 以 提醒 读者 ; 一 个 算 子 
如 具有 “ 西 ",“ 对 合 "和"“ 自 伴 ” 三 性 质 中 之 二 , 必 具 有 第 三 性 质 ; 其 
证 明 完全 是 初等 的 代数 演算 . 

问题 112. 讨论 下 述 断 话 : 每 一 再 算 子 是 有 限 个 对 称 的 来 积 ， 

113. 单 侧 移 位 与 正规 算 子 .问题 411 的 要 旨 是 帮助 解决 问 
题 112( 同 时 ， 附 带 地 ， 也 提供 了 谱 定 理 的 一 个 不 算 不 足 道 的 应 
A). 问题 112 的 要 旨 是 强调 某 些 移 位 算 子 的 作用 . 移 位 (包括 以 
前 介绍 的 简单 单 侧 和 双 侧 移 位 ) 是 算 子 理论 中 的 基础 工具 , 单 侧 移 
位 特别 具有 许多 奇特 的 性 质 , 既 有 代数 的 , 也 有 分 析 的 ， 即使 有 时 
这 些 性 质 本 身 看 不 出 有 什么 直接 应 用 ， 发 见 和 证 明 它们 的 技巧 也 
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了 时常 是 有 价值 的 .下 面 是 三 个 样本 的 问题 . 

问题 113.，(a) 单 侧 移 位 都 是 有 限 个 正规 算 子 的 乘积 吗 ?(b) 
单 侧 移 位 的 实 部 的 范 数 是 什么 数 ? (ec) 单 侧 移 位 离开 正规 算 子 的 集 
多 远 ? 

最 后 的 问题 就 是 下 面 这 个 非 正 式 的 问题 的 认真 的 提 法 ; “ 单 侧 
移 位 离开 成 为 正规 算 子 还 差 多 远 ?” 这 个 问题 可 以 就 每 一 个 算 子 提 
出 ,其 答案 是 一 个 (关于 ) 丁 (变换 的 ) 不 变 式 , 它 有 时 是 有 用 的 ， 

114. 移 位 的 平方 根 ， 

问题 114. 单 侧 移 位 有 平方 报 吗 9 换 向 话说 ， RU 表示 单 
侧 移 位 ,是 否 存 在 一 个 算 子 六 使 得 V2 一 UD? 

115. 双 侧 移 位 的 换 位 ， 算 子 (或 算 子 集 ) 的 挨 位 是 与 该 算 子 
(或 与 该 算 子 集中 的 每 一 算 子 ) 可 交换 的 算 子 全 体 的 集 . 换 位 是 关 
于 一 个 算 子 应 该 知道 的 最 有 用 的 事情 之 一 ， 所 谓 重 数理 论 的 一 个 
最 重要 目的 就 是 要 讨论 正规 算 子 的 换 位 。 在 某 些 特例 中 , 换 位 的 
判定 可 以 使 用 比较 初等 的 方法 来 完成 ; 当前 的 例子 就 是 双 侧 移 位 ， 

双 侧 移 位 刺 可 以 看 做 单位 图 的 L 空间 上 的 用 e RARA 
算 子 (参看 问题 68)， 在 这 里 ，en(2) —2(n=—0, £1, £2, ++) 当 
J2|—=1, L? 按 规 范 化 了 的 勒 贝 格 测度 构成 . 

问题 115. 双 侧 移 位 的 搁 位 是 来 法 算 子 全 体 的 集 . 

系 。 双 侧 移 位 的 每 一 约 化 子 空间 由 单位 加 的 一 个 Borel 子 集 
M 确定 , 即 该 子 空间 由 (DL? 中 ) 在 M PREAH ARERR, 

主 命题 和 系 都 有 自然 的 推广 ， 这 些 推广 是 用 相同 代价 得 到 的 
。 把 单位 圆 换 成 复 平 面 上 一 个 任意 的 有 界 Borel 集 X, 同时 把 勒 
贝 格 测度 换 成 对 中 的 任 一 有 限 Borel 测度 ， 就 可 以 得 到 这 些 推 
广 ， 双 侧 移 位 的 推广 是 由 a 诱导 的 乘法 (e1(2) =% 对 X 中 一 切 
2), 

116. 单 侧 移 位 的 换 位 。 单 侧 移 位 是 双 侧 移 位 在 H 上 的 限 
制 ， 把 双 侧 移 位 看 做 一 个 乘法 ， 它 的 换 位 可 以 描述 为 同一 个 a 
上 的 乘法 全 体 的 集 (问题 115)。 这 个 说 法 提示 一 个 表面 上 似乎 
有 理 的 猜测 : 单 仙 移 位 的 换 位 可 能 由 乘法 算 子 在 H 上 的 限制 全 
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体 组 成 ， 略 一 深思 就 发 觉 这 是 雇 误 的 : H? 在 乘法 下 不 一 定 是 不 变 
的 , 从 而 乘法 在 BP 上 的 限制 不 一 定 是 H? 上 的 算 子 ， 可 是 , 如 果 
乘 子 本 身 在 H 中 (从 而 在 H” H), WE 在 它 所 诱导 的 乘法 下 
是 不 变 的 (参看 问题 27), 而 上 面 的 猜测 就 有 意义 了 . 

问题 116. 单 例 移 位 的 接 位 就 是 由 属于 H 的 来 子 请 导 的 来 
法 在 H? 上 的 限制 全 体 的 集 ， 

系 ， 单 仙 移 位 是 不 可 约 的 . 意 即 ; 它 仅 有 的 约 化 子 空间 是 {0} 
和 H’, 

和 双 侧 移 位 一 样 , 主 命题 有 一 个 自然 的 推广 ， 把 单位 圆 换 成 
复 平面 的 任意 Borel FR 足 ， 把 勒 贝 格 测度 换 成 XK 中 的 任意 一 
个 有 限 Borel 测度 u, E 的 推广 ,有 时 表示 成 H (u), 是 诸 函 数 
en, 多 一 0 1, 2，…， Æ 了 (jp) 中 的 张 成 子 空 间 ， 这 里 的 en(z) =2", 
对 X 中 一 切 % 单 全 I 移 位 的 推广 是 e 诱导 的 乘法 在 HPC) 上 的 
有 限制, 

系 的 推广 不 象 主 命题 那样 顺利 , 麻烦 处 在 于 Bu Leu) 
内 部 的 构造 密切 地 依赖 于 A 和 ww， 例 如 ， 可 能 出 现 (we) = 
L? (e). 

Pa Nee Oe RE SSO 没有 平方 根 ”( 解 114) 这 个 断 
语 的 另 一 个 奇特 的 证 明 , 并 且 相 应 地 使 我 们 洞察 该 断 语 的 实质 .的 
mi, WM VP=U, WV 5 U ae, AV 是 由 Ho 中 一 个 函数 
2 诱导 的 乘法 在 H? 上 的 限制 施行 V F eo 同 于 施行 U 于 eo 
由 此 可 推断 (p (2) =e 几乎 处 处 成 立 . 这 殖 涵 着 在 单位 圆 域 上 有 
(8(z))? 一 z( 参 看 解 34), 就 是 说 , 函数 e 有 一 个 解析 的 平方 根 ; 这 
祥 就 得 到 了 矛盾， 

itLI， 以 极限 表示 单 侧 移 位 的 换 位 ， 

问题 117. 每 一 个 与 单 侧 移 位 可 交换 的 算 子 都 是 一 个 单 侧 移 
位 的 多 项 式 序 列 (在 算 子 强 拓扑 下 ) 的 极限 ， 

118. 竺 距 算 子 的 特征 ， 等 耻 算 子 象 个 什么 ?有 些 等 距 算 子 是 
BET, ETE, 单 侧 移 位 就 是 后 者 的 一 例 ， 由 于 等 距 算 子 的 
《有 限 或 无 穷 的 ) 直 接 和 还 是 个 等 距 算 子 ， 上 述 两 种 类 型 的 混合 物 
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也 是 可 能 的 。 更 精确 地 说 , 一 个 酉 算 子 和 若干 个 (有 限 个 或 无 穷 多 
个 ) 单 侧 移 位 的 直接 和 是 一 个 等 距 算 子 ( 没 有 必要 讨论 西 算 子 的 直 
接 和 一 一 它们 与 其 直 和 加 项 一 样 地 是 酉 算 子 ), 循 此 方向 ,有 一 个 
有 用 的 定理 说 ， 上 述 方法 是 构成 等 距 算 子 的 唯一 方法 。 由 此 得 知 
单 侧 移 位 不 仅 是 共有 有 趣 和 独特 的 性 质 的 一 个 等 距 算 子 的 例子 ; 
它 事 实 上 是 许多 基本 积木 中 的 一 块 ， 利 用 这 些 积木 可 以 构造 成 一 
切 等 距 算 子 ， 

问题 118. 每 一 等 距 算 子 或 是 丁 算 子 ， 或 是 一 个 或 多 个 单 侧 
移 位 的 直接 和 ,或 是 一 个 西 算 子 与 若干 个 单 侧 移 位 的 直接 和 ， 

没有 西 算 子 直 和 加 项 的 等 虐 算 子 叫做 地 等 距 工 子 。 

119. 移 位 到 西 算 子 的 距离 , 

问题 119. 单 侧 移 位 与 再 算 子 的 集 相 距 多 远 ? 

120， 通 过 西部 分 的 约 化 ， 每 一 等 距 算 子 可 分 解 成 西部 分 和 
纯 部 分 (问题 118)， 如 果 西 部 分 作用 于 子 空间 M E, WMA 
所 给 的 等 距 算 子 ,因而 约 化 该 等 距 算 子 的 每 个 多 项 式 ， 聘 是 否 也 
约 化 每 一 个 与 该 等 距 算 子 可 交换 的 算 子 ? 

问题 120. 等 距 算 子 的 西部 分 的 定义 域 是 否 约 化 每 一 个 与 该 
等 距 算 子 可 交换 的 算 子 ? 

121. 移 位 作为 万 能 算 子 。 如 果 U 是 希 耳 伯 特 空间 瑟 上 的 
等 距 算 子 且 存 在 耳 中 的 一 个 单位 矢量 6 使 得 矢量 eo Ueo 
U3eo,… 形 成 H 的 一 个 就 范 正 交 基 , 则 U (显然) 西 等 价 十 单 侧 移 
位 ， 稍 微 随便 一 些 , 也 可 以 说 U 就 是 单 侧 移 位 ， 单 侧 移 位 的 这 个 
特征 可 以 重新 闻 述 如 下 : U 是 希 耳 伯 特 空间 H 上 这 样 一 个 等 距 
算 子 ， 对 于 它 说 ， 存 在 一 个 一 维 子 空间 N 使 得 子 空间 N, UN, 
ON, 两 两 正 交 而 且 张 成 AH, 如 果 存 在 这 样 的 子 空间 再 ， 它 
一 定 等 于 余 值 域 (0 耳 )+， 考虑 到 这 个 论点 , 还 有 另 一 种 稍为 不 同 
的 说 法 ， 单 侧 移 位 就 是 希 耳 伯 特 空间 H 上 具有 余 秩 二 的 等 距 算 
子 , 它 使 得 子 空间 ED!, UUH), U? (UH)1,… 张 成 瑟 ( 由 
FU 是 等 距 算 子 , 可 知 它们 两 两 正 交 )。 这 些 评注 大 部 分 已 隐 含 
于 解 118 中 . 
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E DETER. 考虑 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 一 个 等 虐 算 子 
DZ， 它 使 得 子 空间 (7 百 )- 0 (UH)', 0*(DUH)*, … WAE XE 
张 成 H, 但 不 必 对 祭 秩 的 值 加 以 限制 。 每 一 个 这 样 的 等 距 算 子 可 
以 叫做 一 个 移 位 ( 单 侧 移 位 )， 移 位 的 余 秩 (也 叫做 它 的 重 数 ) 构 成 
它 的 一 个 西 不 变 式 全 系 ; 原来 的 单 侧 移 位 可 以 (在 西 等 价 范围 内 ) 
确定 为 重 数 工 的 移 位 (和 单单 侧 移 位 ) 

高 重 数 单 侧 移 位 与 简单 移 位 同样 地 重要 ， 问 题 118 指明 它们 
正 是 纯 等 距 算 子 .在 一 切 算 子 ,不 仅 是 等 距 算 子 的 研究 中 , 它们 起 了 
重要 的 作用 ; 它们 ,确切 地 说 ,它们 的 伴随 算 子 ,应 该 是 万 能 算 子 ， 

算 子 的 一 个 “部 分 "就 是 该 算 子 在 一 个 不 变 子 空间 上 的 限制 . 
等 距 算 子 的 每 一 部 分 是 等 距 算 子 ; 关于 单 侧 移 位 的 部 分 的 研究 看 
不 出 会 出 现 什么 新 的 东西 . 单 侧 移 位 的 伴随 算 子 的 部 分 则 如 何 ? 
WRU EWK MIU |= |U" = 二 由 此 得 知 如 果 4 是 的 
一 个 部 分 , 则 |4| 和 1， 由 于 在 强 拓 扑 中 还 有 U" > 0( SB f 90), 
得 知 A> OGH). 奇迹 般 的 而 且 有 用 的 事实 是 ,这 两 个 显然 地 必 
要 的 条 件 同 时 也 是 充分 的 ; 参看 Foias [1963] 和 de Branges- 
Rovnyak [1964, 1965], 
O- BABIA S-HRAFBLATOMRMETRSRT FO 
移 位 的 伴随 算 子 的 一 个 部 分 。 

122. 与 移 位 的 部 分 的 相似 性 .对 于 许多 日 的 来 说 , 相似 性 不 
逊 于 西 等 价 人 性 ， 怎样 的 一 个 算 子 4 会 相似 于 移 位 口 的 伴随 算 子 
的 一 个 部 分 ?由 于 相似 性 不 保持 范 数 ,关于 | 4|， 没 有 什么 明显 的 
必须 满足 的 条 件 。 可 是 有 一 种 确实 保持 相似 性 的 ( 算 子 ) 大 小 的 量 
E, 就 是 谱 半 径 ; 由 于 rU’) =1, 可知 7(4) 委 T， 容 易 看 出 这 个 必 
要 条 件 不 是 充分 的 . 其 理由 是 , 关于 本 等 价 的 必要 条 件 之 一 ( 少 一 
0( 强 ), 参 看 问题 121) 对 于 相似 性 也 是 必要 的 (就 是 说 : 如 果 A" 一 
0( 强 ), 又 B=S7AS, 则 下 一 0( 强 ))， 由 于 有 许多 算 子 4 使 得 
r(A) <1 (AE A 在 任何 意义 下 不 趋 于 0( 例 : 1), 关于 谱 半 径 的 条 
件 显然 不 是 充分 的 ， 有 一 个 仅 与 谱 半 径 有 关 的 条 件 ， 它 对 于 与 移 
位 的 伴随 算 子 的 一 个 部 分 相似 的 性 质 是 充分 的 ， 但 它 比 7(4) < 
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强 了 不 少 ; 事实 上 它 就 是 (4) <1, 

问题 122. 谱 包 含 于 单位 加 域内 部 的 每 一 个 算 子 相似 于 一 个 
其 去 强 收 和 仇 于 0 的 压缩 算 子 。 

AL 谱 和 包含 于 单位 圆 域内 部 的 每 一 个 算 子 相似 于 单 侧 移 位 
的 伴随 算 子 的 一 个 部 分 , 

R 谱 包 含 于 单位 圆 域内 部 的 每 一 个 算 子 相似 于 一 个 真 压 
WAF. 

( 真 压缩 算 子 就 是 使 |41< 革 的 一 个 算 子 A.) 

系 8. 每 一 个 拟 霉 零 扯 子 相 似 于 具有 任意 小 范 数 的 算 子 ， 

这 些 简 单 然而 美妙 而 一 般 的 结果 属于 Rota [1960], 

系 和 .每 一 算 子 4 的 谱 半 径 是 数 | ASAF- uT t 
S 的 下 确 界 ， 

123. 游 动 子 空间 .4 是 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 一 个 算 子 ,再 的 
子 空 间 N 叫做 关于 4 游 动 如 果 它 正 交 于 它 在 AW OEE 
的 象 ， 这 个 概念 在 研究 等 距 算 子 时 特别 有 用 , 如 果 U 是 等 距 算 子 
而 N ERTU 的 游 动 子 空间 , 则 当 m 和 %% 是 不 相等 正 整 数 时 ， 
恒 有 UNL N, RAK, 如 果 了 和 7 RF N, m Urf LU"g, 
GEH: 约 化 为 m>n 的 情形 , EROS, U'g)=(U"U"S, 9)= 
UF, 9). MRU 是 西 算 子 ,还 有 更 多 结果 , 此 时 当 m An 
是 两 个 不 相等 的 正 、 负 整数 或 0 时 , 恒 有 UmN_LU"N GEA, OR 
使 m+k M ntk WEER, HER (OS, Ug) = (Uf, Ug), 

游 动 子 空间 是 重要 的 ， 因 为 它们 在 如 下 的 意义 下 与 不 变 子 空 
HAKR: WRU 是 一 个 等 距 算 子 , 则 在 一 切 游 动 子 空间 NE 


些 不 变 子 空间 M 之 间 存 在 着 骨 然 的 一 一 对 应 ， 置 村 一 VU"N 
就 给 出 这 个 对 应 ，( 为 了 证 明 这 对 应 是 一 对 一 的， 注意 到 UM- 
V UN， 因 此 再 = 机 CDMD+.) 至 少 有 一 个 算 子 ， 就 是 单 侧 移 


位 ,对 于 它 说 , 这 对 应 是 可 道 的 . 
问题 123. 如 果林 是 (简单 ) 单 侧 移 位 而 王 是 一 个 在 了 开 之 
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下 不 变 的 非 零 子 空间 ， 则 在 在 (必然 是 唯一 的 ) 一 维 游 动 子 空间 N 


oO 


使 得 M= \/U'N, 


n=0 


连结 着 MAN 的 方程 可 以 用 这 样 的 说 法 表达 ， 即 简单 单 侧 
移 位 的 每 一 非 零 部 分 是 一 个 移 位 ， 加 上 dim 页 = 工 可 能 是 不 显眼 
的 改善 , 但 却 是 有 用 的 而 且 不 是 不 足 道 的 ， 从 这 些 评论 可 以 看 出 ， 
下 列 的 简洁 命题 仅 是 上 述 问题 的 重新 表述 ， 简 单单 侧 移 位 的 每 一 
非 零 部 分 是 ( 酝 等 价 于 ) 简 单单 侧 移 位 ， 只 须 在 陈述 中 作 一 些 显然 
是 适当 的 改变 , 几乎 不 必 再 费 什 么 力气 , 上面 的 这 些 考虑 都 可 以 推 
广 到 高 重 数 的 移 位 去 ， 

124. 移 位 的 特殊 不 变 子 空间 ， 希 耳 伯 特 空间 理论 的 最 奖 固 
难 攻 的 没有 解决 的 问题 之 一 是 每 一 算 子 是 否 都 有 非 平凡 不 变 子 空 
H. 一 个 有 希望 、 有 趣 而 且 有 益 的 做 法 是 检查 一 些 具体 的 特殊 情 
况 , 看 它们 的 不 变 子 空间 的 性 态 ,借以 累积 实验 资料 ， 一 个 良好 的 
可 供 探究 的 具体 特例 就 是 单 侧 移 位 . 

有 着 两 种 不 变 子 空间 ， 一 种 是 它们 的 正 交 补 也 是 不 变 子 空间 
( 约 化 子 空间 )， 以 及 其 它 一 种 ， 单 侧 移 位 没有 约 化 子 空间 (问题 
116); 留 下 的 问题 是 它 有 多 少男 一 种 不 变 子 空间 以 及 它们 是 什么 
样 的 子 空间 ， 

要 得 到 单 侧 移 位 U 的 一 个 不 变 子 空间 , 最 容易 的 方法 是 固定 
一 个 正 整数 ,并 考虑 mn 之 的 诸 mm 的 张 成 子 空间 ML, FEET T 
这 些 初等 的 考察 之 后 ， 学 习 本 课题 的 大 多 数学 生 必 须 停 下 来 想 一 
想 ; 是 否 还 有 其 它 不 变 子 空间 , 这 完全 不 是 简单 明显 的 问题 .在 这 
E, MT U 的 谱 性 质 是 有 助 益 的 、 其 实 , 由 于 模 小 于 工 的 每 
一 复数 入 是 U" 的 一 个 单 重 特 征 值 ( 解 61), 具有 相应 的 特征 矢 


faa 总 和 eo， 得 知 单元 素 集 UI 的 正 交 补 就 是 一 个 在 U FRE 


的 非 平凡 子 空 间 ， 
问题 124. 如 果 MORT Sy e R E Rih =L, 


2, 3, =), M MOJA U FRE dim MiG) =k, 2 Mi (a) 
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= A? 

注意 上 面 考虑 的 空间 M: 同 于 空间 M,(0), 

125. 移 位 的 不 变 子 空间 、 单 侧 移 位 有 哪些 不 变 子 空间 ?空间 
M; 和 它们 的 推广 更 多 (参看 问题 124) 是 一 些 例 子 . 对 它们 施行 
格 运算 ( 交 和 张 ) 又 得 到 一 些 新 例子 ， 但 并 不 怎么 信人 人， 而且 似乎 
已 经 泉源 枯竭, 不 再 有 别 的 例子 了 。 但 是 放弃 序列 观点 ,接受 函数 
观点 ,把 -UU 看 做 由 e BSAA A? 上 的 限制 , 就 能 得 到 新 的 
RR, 

问题 1 中、H? 的 非 索 子 宝 间 MAU 下 不 变 当 且 只 当 存 在 
一 个 再 ”中 的 函数 ,9 的 模 几 平 处 处 等 于 常数 十 史 所 诱导 的 
来 法 在 BH? 上 的 限制 的 值 域 就 是 M, 

这 个 基础 性 的 结果 属于 Beurling [1949]， 此 后 它 受 到 相当 程 
度 的 注意 ; 参看 Lax[19591, Halmos[1961] 和 Helson [1964]. 

M 可 以 用 比较 非 正式 的 语言 描述 为 p hè GERA EP 中 
的 函数 所 得 的 倍 式 ) 全 体 的 集 ， 相 应 地 , 项 一 p.HH? 的 记 法 是 有 局 
REM, BoB” 中 函数 , 模 等 于 常数 切 这 样 的 函数 被 称 为 内 男 
数 ,虽然 没有 什么 有 说 服 力 的 理由 . 

Kl. fpf YEA p Hcp ADR, oT 
被 中 整除 , 意 即 ， 存 在 一 个 内 涵 数 日 使 得 pmd, HR p E= 
YE Mo 与 由 互 为 常数 倍 , 以 模 工 的 常数 为 倍数 。 

以 内 函数 表述 的 特征 并 不 解决 关于 移 位 的 不 变 子 空间 的 全 部 
问题 ,但 也 确实 解决 了 一 些 问题 ， 下 面 是 一 人 鲁 . 

K2 如 果 本 和 机 是 在 单 侧 移 位 下 不 变 的 非 零 子 空间 ， 则 
MNNz {0}. 

系 2 说 的 是 单 侧 移 位 的 不 变 子 空间 格 离开 有 补 格 还 差 得 很 
远 . 

126. 循环 矢量 4 是 希 耳 伯 特 空间 H WAT ORS, Af, 
AF, = ER H, 则 称 ABARKE J。 Str, pake 
多 项 式 时 , 形 如 2(4)F WRBSAMRMT H, 便 说 了 是 关于 A 


的 循环 矢量 。 简单 单 便 移 位 有 许多 循环 矢量 ; eo 便 是 一 个 平凡 的 
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例 . 

在 有 限 维 空间 上 ， 存 在 著 循 环 失 量 就 表征 着 有 类 似 于 重 数 1 
的 某 种 性 质 . 精确 地 说 , 如果 A 是 一 个 有 限 对 角 和 矩阵 , A 有 循环 
矢量 当 且 只 当 对 角 元 素 两 两 互 异 ( 即 特征 值 都 是 单 重 的 )， 的 确 ， 
如 果 对 角 元 素 是 da, +, An WHEE AR pA pE, s 
一 CPO e, PAn En. 为 使 了 一， 1 So 是 循环 矢量 ， 
显然 必须 对 每 一 有 大 0， 否 则 ,对 一 切 p, pS HAR te PAB 
标 都 是 0。 如 果 诸 入 不 是 两 两 互 异 的 ， 就 无 法 使 了 足以 成 为 循环 
RE., 譬如 以 和 aa 一 ja WA, E 一 各 ,0,…，0》 必 对 一 切 p, 1E 
RF p(4)f、 另 一 方面 , 如 果 诸 入 是 互 异 的 , W pA), eu PAn) 
可 使 取 任 意 指定 的 值 ,因此 如 果 诸 无 一 为 0 则 p(4)F 的 值 必 
穷尽 整个 空间 ， 

即使 对 非 对 角 和 矩阵 说 ， 也 可 以 看 到 循环 矢量 的 存在 性 与 重 数 
1 间 的 关系 的 迹象 ， 例 如 ， 如 果 4 是 一 个 有 限 和 矩阵， 则 直接 和 
4 四 4 不 能 有 循环 矢量 .理由 ; 根据 Hamilton-Cayley 方程 , 1， 
A, £, … 中 至 多 只 有 个 是 线性 无 关 的 (n 是 4 的 阶 数 )， 因 此 
不 论 了 和 yg Mi, RE ASO 449 中 至 多 只 有 % 个 是 线性 无 关 的 ; 
由 此 得 知 它们 不 可 能 张 成 2n 维 的 空间 . 

如 果 4 在 任何 意义 下 有 重 数 1， 我 们 有 理由 料想 A" 也 是 如 
此 ; 这 引起 这 样 的 猜测 : 如 果 A 有 循环 拓 量 , 则 4 也 有 . 对 有 限 
矩阵 说 , 这 是 真 的 ， 为 了 证 明 此 事 , 只 须 注 意 到 如 果 一 个 矩阵 有 循 
MRE, HS ey EA, 并 记 起 每 一 个 矩阵 都 相似 于 其 转 
BEE. 

Bi SLES Py ee Ae a BEY IARRI 无 穷 维 空间 中 
循环 矢量 的 理论 很 可 能 是 闫 固 而 难于 处 理 的 ， 而 实际 上 它 确 是 如 
此 .首先 有 一 个 关于 基数 的 较 平 凡 的 难点 ， 如 果 存 在 一 个 循环 撩 
量 , 则 有 一 个 会 张 成 全 空间 的 可 数 集 , 因此 空间 是 可 分 的 ; 换 句 话 
说 , 在 不 可 分 空间 中 不 存在 循环 矢量 .这 个 国难 可 以 绕 避 过 去 ; 这 
是 正规 算 子 的 重 数理 论 的 成 就 之 一 (Halmos [1951, IN)， 关 于 
正规 算 子 ， 重 数 1 与 循环 矢量 的 存在 性 闻 的 密切 关联 在 无 穷 维 空 
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间 中 ,适当 地 重新 解释 之 后 甚至 在 不 可 数 维 空间 中 , 仍 能 保持 下 来 ， 

关于 非 正规 算 子 , 情况 是 奇特 的 ， 直 接 和 4 由 4 可 能 有 循环 
RE, WEH A 没有 循环 和 拓 量 时 ，A 却 可 能 有 ， 这 些 事 实 首先 被 
D. E. Sarason 注意 到 ， 

”问题 126. 如 果 刀 是 重 数 不 超过 No 的 单 侧 移 位 , 则 U" A 

KEE. , 

简单 单 侧 移 位 显然 有 循环 矢量 ， 但 其 伴随 算 子 也 有 循环 矢量 
则 完全 不 是 显然 的 ， 它 的 确 有 , 但 这 事实 本 身 并 不 令 人 感到 意外 . 
这 个 断 语 的 第 一 个 奇异 的 推论 是 ， WR U 表示 简单 单 侧 移 位 ， 则 
WOU ( 它 是 重 数 2 的 单 侧 移 位 的 伴随 算 子 ) 有 循环 矢量 ,在 
UOU 不 能 有 循环 矢量 (尤其 是 ,对 于 更 多 的 加 项 的 直接 和 和 , 这 也 
是 真 的 ) 的 评注 之 下 ,所 指出 的 这 个 奇异 性 质 完全 暴露 出 来 了 .为 
了 证 明 上 述 否 定 断 语 , 考虑 把 

«<éo, Ex, és, “>, <no, Nis N2 >> 
EAU OU 的 循环 矢量 的 试 选 对 象 ， 如果 < O 是 在 通常 的 二 
维 复 内 积 空 间 中 正 交 于 E, o> 的 任意 非 0 矢量 , 则 矢量 
<<a, 0, 0, =>, <B, 0, 0, =>> 
对 一 切 n(=0, 1,2 +), ERT 
UOU?" KE., Es, Éa, >, Snos Ms Nas “>>, 

这 就 证 明了 循环 矢量 的 试 选 对 象 失败 了 . 

127. F. 和 M. Riesz 定理 ， 能 看 到 当代 ( 软 的 ) 数 学 的 一 部 
分 深入 到 古老 的 问题 中 ， 阐 明 并 简化 了 创业 的 祖先 们 在 ( 硬 的 ?分 
析 学 上 的 某 些 工作 , 一 定 是 一 种 乐事 ; 单 侧 移 位 的 不 变 子 空 间 的 特 
征 就 做 到 这 一 点 。 EP 的 元 素 与 单位 贺 域 上 某 些 解析 表 数 有 关联 
(问题 28), 虽然 它们 本 身 仅 在 单位 圆 上 定义 ， 而 且 仅 是 几乎 处 处 
有 定义 , 但 它们 售 向 于 模仿 解析 了 枉 数 的 性 质 。 解析 函数 有 一 个 关 
键 的 性 质 , 就 是 它 如 果 不 是 处 处 为 零 就 不 能 太 频 繁 地 取 零 值 ， 了 . 
和 M. Riesz 的 一 个 重要 的 定理 断言 H 的 元 素 展 示 同 类 的 性 质 ; 
下 面 是 一 个 可 能 的 表达 方式 . 

问题 127. H? 中 的 函数 或 者 几乎 处 处 为 零 或 者 几乎 处 处 不 
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Z. 如 果 了 和 9 都 属于 HE 且 几 乎 处 处 有 1g=0， 则 几乎 处 
处 有 一 0, 或 者 几乎 处 处 方 9 一 0. 

简洁 地 说 :在 A? 中 没有 零 除 元 . 

关于 F. AM, Riesz 定理 的 更 一 般 的 讨论 ， 参 看 Hoffman 
[1962, p. 47], > 

128. F. 和 M. Riesz 定理 的 推广 ，F. 和 M. Riess 定理 说 
的 是 , 如 果 了 EH? 日 了 在 正 测度 集 上 为 零 。 则 了 =0 几乎 处 处 成 
并 ， 所 谓 "fEH*” 就 是 说 了 的 具有 人 负 措 数 的 富里 叶 系 数 都 是 0. 这 
蕴涵 着 如 果 f 一 之 nen, WS HARLAN 2 有 om os 一 0。 这 个 条 


件 是 否 足 够 保证 F. 和 M. Riesz 定理 的 结论 成 立 ? 

问题 128. 如 果 JE 具有 富里 叶 良 开 式 了 一 之 mm tr， 对 一 
WakKA nA own0n 一 0, 且 了 在 一 个 还 测度 上 为 0, TE Ait f= 
0 几乎 处 处 成 立 ? 

129. 可 约 加 权 移 位 、 关 于 加 权 移 位 , 双 侧 和 单 侧 移 位 的 约 化 
和 不 变 子 空间 的 理论 已 知 者 不 多 ， 可 是 有 一 个 引 人 注 意 的 事实 
值得 一 提 ， 它 与 两 侧 的 加 权 移 位 的 可 约 性 有 关 ， 它 属于 BR. 工 . 
Kelley, 

问题 129. 如果 A 是 一 个 双 侧 加 权 移 位 ， 带 严格 正 的 权 数 
an nn 一 0, 土 4， 土 2,…, 则 妇 4 是 可 约 的 一 个 充分 必要 人 条件 是 序列 


了 


{ont 是 周期 的 ， 
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130. 混合 连续 性 ， 对 应 于 希 耳 伯 特 空间 耳 的 强 (s) 和 弱 (0) 
拓扑 , 关于 自 也 到 互 的 变换 的 连续 性 , 存在 着 四 种 可 能 的 解释 : 
TRESE s), (ww), (s> w) Hw —> s) RAN Bw 
RR. 这样 ,说 4(s > w) 连续 即 指 每 一 w- 开 集 在 4 THRA 
是 s~ 开 的 ， 等 价 地 说 , 即 指 KAT SANE A THRE w 
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SF Af 的 网 。 四 种 不 同 的 连续 性 毕竟 是 太 多 了 , 不 太 好 ; 幸运 的 
是 它们 中 间 的 三 种 归 化 成 一 种 ， 

问题 130， 关于 线性 变换 A, 89> 8), (w> w) 5 G> w) it 
三 种 连续 性 是 等 价 的 (从 而 各 等 价 于 有 界 性 )， (w — s) iè k ih 
4 是 有 限 秩 的 。 

系 ， 在 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 作 用 下 ， 闭 单位 球 的 聚 恒 
是 强 闭 的 。 

也 许 值得 注意 的 是 ,对 有 限 秩 线性 变换 说 ， 所 有 四 种 连续 性 是 
相互 等 价 的 ; 这 是 个 不 足 道 的 有 限 维 的 断 语 ， 

131. ZAF. 希 耳 伯 特 空间 上 的 线性 变换 叫做 紧 的 (也 叫做 
全 连续 的 ) 如 果 它 在 单位 球 上 的 限制 是 (Qw 一 8) 连续 的 (参看 问题 
130), 等 价 地 说 , 线性 变换 是 紧 的 如 果 它 把 每 一 有 界 弱 收敛 网 
映射 成 强 政 敛 网 ， 由 于 弱 收 敛 序列 都 是 有 界 的 , 得 知 紧 线 性 变换 
把 每 一 个 弱 收 敛 序列 映射 成 强 收敛 序列 ， 

闭 单 位 球 在 紧 线 性 变换 下 的 象 是 强 紧 集 (证 , 闭 单位 球 是 弱 紧 
的 )， 这 蕴涵 每 一 有 界 集 的 象 是 准 紧 的 ( 即 有 一 个 强 紧 闭 包 ) GE: 
有 界 集 必 包 含 于 某 闭 球 )， 道 蕴涵 式 也 是 真 的 : 如 果 一 个 线性 变换 
把 有 界 集 都 映射 成 准 紧 集 , 则 它 也 把 闭 单 位 球 映射 成 一 个 紧 集 , 为 
TERE, 首先 看 到 紧 (《 和 准 紧 ) 集 都 是 有 界 的 ,而 因此 把 有 界 集 映 
射 成 淮 紧 集 的 线性 变换 本 身 必须 是 有 界 的 (这 附带 地 蕴涵 每 一 个 
紧 线 性 变换 是 有 界 的 )。 从 问题 130 的 系 得 知 闭 单 位 球 的 象 是 强 
闭 的 ; 这 一 点 , 连同 象 是 准 紧 的 假定 , 蕴涵 象 就 是 紧 的 . (刚才 证 明 
的 道 命题 在 纠 拿 险 空 间 中 不 是 普遍 地 真 的 . ) 紧 性 条 件 在 这 里 是 当 
作 上 面 用 来 定义 紧 线 性 变换 的 连续 性 条 件 的 推论 ， 事 实 上 它们 可 
以 证 明 是 等 价 于 那些 连续 性 条 件 而 且 它 们 也 时 常 被 用 以 定义 紧 线 
性 变换 《参看 Dunford-Schwartz[1958, p. 484], ) 

BRT 时 有 用 的 性 质 是 它们 能 “达到 它们 的 范 数 ”， 
准确 地 谱 : 如 果 A 是 紧 的 ， 必 存在 一 个 单位 矢量 ,使 得 |4 了 | = 
lal. AMT: BSAS 在 单位 球 上 (w 一 连续 而 映射 
9 一 | 时 强 连 续 ; 由 此 得 知 > 14 用 在 单位 球 上 弱 连 续 。 由 于 音 
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位 球 是 弱 紧 的 , 这 个 函数 达到 其 最 大 值 , 因此 存在 f, VAIS 使 
AIA] =A], mR 4=0， UNE BARR 1; 如 果 A+ 


O, 则 了 必定 有 范 数 3， 理由 : 由 于 f #0 HS 让 Pl, 得 知 


Al IAF oy yy 
labs sI 

问题 181. 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 的 紧 算 子 全 体 的 集 日 是 一 个 
H 2. # p (Self-adjoint) (m mE A. 

REH MATEA. “ASR BM ACC, i 
AECC, MAR AH CO 中 算 子 的 线性 组 合 必 在 CH, BEDA 
一 因子 在 0 中 的 算 子 乘积 也 必 在 CH, 

182. 对 角 紧 算 子 . 恒 等 算 子 是 紧 的 吗 ? 在 有 限 维 空间 中 , 由 
于 强 与 弱 拓 扑 一 致 , 答案 是 “对 ”, 对 无 窃 维 空间 说 ,答案 是 “ 否 .其 
理由 是 , 单位 球 的 象 是 单位 球 ， 而 在 无 穷 维 空间 中 单位 球 不 可 能 是 
强 紧 的 (问题 10), 

强 与 弱 拓 扑 在 有 限 维 空间 中 的 不 可 分 辨 性 导致 一 大 类 的 紧 算 
FRB, PS RAE. 利用 紧 算 子 的 集 是 闭 的 这 一 事实 可 
以 得 到 稍为 复杂 一 些 的 结构 的 例子 ， 

问题 132%. 具有 对 角 线 {ow} 的 对 角 算 子 是 紧 的 当 且 只 当 n> 
co 时 a, 一 0. 

Z. AAR {a,:n=0,1, 2, …} 的 加 权 移 位 是 紧 的 当 且 只 
4 n> oo 时 on 一 个 

133. 正规 紧 算 子 . 容易 看 到 如 果 一 个 正规 算 子 的 谱 的 每 一 
非 零 元 是 孤立 点 ( 即 不 是 谱 的 育 点 )，. 则 它 是 对 角 算 子 ( 对 4 的 每 
一 个 非 零 特征 值 A, 选 定 子 空 间 Cf, 4f 一 入 /的 一 个 就 范 正 交 基 ， 
所 有 这 些小 基 的 并 ， 再 加 上 A 的 核 的 基 , 就 得 到 全 空间 的 一 个 
基 )。 如 果 还 再 假定 每 一 非 零 特征 值 都 具有 有 痕 重 数 , 则 该 算 子 是 
紧 的 ,《 比 较 问 题 132, 注意 在 所 假定 的 条 件 下 , 特征 值 的 集 必须 是 
可 数 的 . ) 沿 着 这 些 思 路 的 一 些 值得 注意 而 且 有 用 的 事实 是 从 相反 
ws BRE. 
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问题 1388. 紧 正 规 算 子 的 谱 是 可 数 的 , 这 个 谱 的 一 切 非 零 元 
都 是 有 限 重 的 特征 值 。 

A. 每 一 个 紧 正 规 算 子 是 (在 一 个 可 能 是 从 不 存在 到 不 可 分 
之 间 的 任何 空间 上 的 ) 算 子 0 和 一 个 (在 可 分 空间 上 的 ) 对 ART 
的 直接 和 和 ， 

这 个 系 可 以 用 一 个 不 那么 细致 刻 划 但 却 较 简短 的 方式 表达 如 
F: 每 一 个 紧 正 规 算 子 是 对 角 算 子 . 

134， 恒 等 算 子 的 核 ， 和 矩阵 具有 有 价值 的 “连续 的 ”推广 ， 推 
广 的 思路 是 用 积分 代替 和 。 到 某 一 程度 为 止 , 这 是 行 得 通 的 ， 要 
发 见 这 在 什么 地 方 会 发 生 错 误 , 试 考虑 具有 测度 uA, 设 是 o- 
有 限 的 ) 的 测度 空间 互 ,并 且 考 虑 乘积 空间 Xx KX 上 的 可 测 函 数 
K. 我 们 可 以 设想 作为 广义 的 抢 阵 的 就 是 象 到 这 样 的 二 元 函 
数 . 假设 4 是 3(w) 上 的 一 个 算 子 , 它 与 的 关系 类 似 于 一 个 
算 子 与 其 矩阵 间 通 常 的 关系 ， 用 精确 的 语言 表达 , 这 就 是 说 如 果 
SEL? Cu), WX LPR 2, 


AN@)=|K@ WI @du). 


在 这 些 条 件 下 , 4 叫 艇 一 个 积分 算 子 ,而 长 站 做 它 的 核 。 

在 希 耳 伯 特 空间 H 的 研究 中 ， 说 “选择 一 个 就 范 正 交 基 ” 其 
实 不 过 是 “选择 把 H 表示 成 I? 的 特殊 方法 的 一 种 特别 说 法 . 
L? 中 有 许多 现象 是 序列 空间 中 更 习 见 现象 的 自然 的 “连续 推广, 
关于 序列 空间 有 一 个 简单 的 事实 就 是 它们 上 面 的 每 一 个 算 子 有 一 
个 矩阵 , 不 论 所 讨论 的 序列 ( 族 ) 是 有 限 或 无 穷 ， 这 都 是 真 的 ( 逆 步 
又 在 无 穷 维 的 情形 过 到 障碍 ， 从 算 子 到 年 阵 一 切 顺 利 ; 从 矩阵 到 
算 子 才 存 在 麻烦 )， 有 了 这 些 迹 象 , 我 们 有 理由 猜测 L 中 每 一 算 
子 有 一 个 核 , 即 每 一 算 子 是 一 个 积分 算 子 ， 这 个 猜测 是 错误 的 ,无 
可 补救 的 错误 困难 不 发 生 于 不 规矩 的 算 子 , 也 不 发 生 于 不 规矩 
的 测度 ; 即使 当 算 了 是 但 等 算 了 而 测度 是 (在 直线 上 或 在 任何 区 间 
上 的 ) 勒 贝 烙 测度 时 已 经 有 麻烦 了 ， 

问题 184. 如 果 几 是 苇 贝 格 测度 ， 则 恒 等 算 子 不 是 VO 上 
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的 积分 算 子 ， 

135. Hilbert-Schmidt BF. 一 个 核 在 什么 条 件 下 会 诱 
导 一 个 算 子 ?和 于 这 个 问题 包含 了 相应 的 关于 矩阵 的 问题 , IRA 
要 条 件 是 不 合理 的 .一 个 相当 特殊 但 却 自 然而 且 有 用 的 充分 条 件 
是 : 核 是 平方 可 积 的 ， 

准确 地 说 , 假设 X 是 一 个 具有 o- 有 限 测度 几 的 测度 空间 ， 
HREBXKX 上 的 复 值 可 测 函 数 , 它 使 得 | 五 | 关于 乘积 测 
E uxu 是 可 积 的 ,可 以 推 知 , 对 几乎 每 一 个 2, Myo? Ky) 
属于 工 ?xu ,从 而 乘积 函数 y> E @y fy), = FEL Cw) IN he 
可 积 的 ， 由 于 还 有 


[IK WF (an Pau @) 


<| IE e, o) du) FISO) Ide) du) 


=| K] 
(这 里 | 五 | 是 五 E Uxu PEREZ, 得 知 方程 


Af (o) =| E e, DFO dua) 


在 L2( 几 上 定义 了 一 个 算 子 (具有 核 )， 上 面 的 不 等 式 还 北 涵 
|A|<|K |, 具有 这 类 型 的 核 ( 即 属于 Pex pp) 的 核 ) 的 积分 算 
子 叫 做 Hilbert-Schmidt 算 子 ，Schatten[1960] 是 关于 它们 的 性 
质 的 好 的 参考 文献 

对 应 到 一 4 是 从 了 (Kx 和 到 工 (A 上 的 算 子 的 一 一 线性 
映射 。 如 果 4 BRET Luxu), UA 有 由 

Kæ, y) =(Kq, #))" 

EL R. 如 果 AM BAR ym KTF LD’ (uxp)), W 
AB 有 由 


HE (œ, =| Hle, DE, Vd) 


定义 的 核 HK, HEARR WT UED AA OE A BL} H 
x, 
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在 分 析 性 质 方面 , BE PS A. LK.) 是 属于 
Lux.) HRP, Bi Ky > KK L(x») RD, 又 
MMT A OT BW) AM ACTS E), WMA, Aj. 证 
明 从 积分 算 子 范 数 与 其 核 的 范 数 间 的 不 等 式 立即 可 得 , 

问题 185. 每 一 个 Hilberi-Schmidt #7 2 Fu, 

这 些 考虑 特别 当空 间 是 正 整 数 集 而 具有 计数 测度 时 是 适用 
的 .由 此 得 知 如 果 一 个 矩阵 的 诸 元 素 是 平方 可 和 的 , 则 该 矩阵 是 有 
界 ( 意 即 它 定 义 了 一 个 算 子 ) 且 紧 的 (考虑 到 问题 185 的 断 语 ). 必须 
加 以 评注 的 是 ,关于 和 矩阵 的 有 界 性 的 Schur 定 则 (问题 37) 可 以 简 
捷 地 推广 成 为 关于 核 的 一 个 定理 ; 参看 Brown-Halmos-Shields 
[1965] . 

136. 紧 算 子 与 Hilbert-Schmidt HF., 

问题 136. 4-H ¥ HF AS Hilberi-Schmidt # + 42 

137. 有 限 秩 算 子 的 极限 迄今 见 到 的 每 一 个 紧 算 子 的 例 (对 
ART, 加 权 移 位 , 积分 算 子 ) 都 是 通过 指明 它 是 有 限 秩 算 子 的 极 
限 而 证 明 其 紧 性 ， 这 不 是 侦 然 的 . 

问题 187. 每 一 紧 算 子 是 有 限 牧 算 子 ( 依 范 数 ) 的 极限 . 

这 个 断 语 推广 到 任意 巴 拿 哈 空间 去 还 未 解决 ( 见 283 KE). 

138.， 算 子 的 理想 ， 算 子 的 理想 称 为 真 的 如 果 它 不 包含 每 一 
个 算 子 ， 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 的 理想 的 一 个 简易 的 例 就 是 该 空 
间 上 的 有 限 秩 算 子 全 体 的 集 ; 如 果 空 间 是 无 穷 维 的 , 这 个 理想 便 是 
真 的 ， 另 一 个 例子 是 紧 算 子 全 体 的 集 ; 如 果 空 间 是 无 穷 维 的 , 这 个 
理想 也 是 真 的 ， 第 二 个 例子 是 闭 的 , 在 无 限 维 空间 , 第 一 个 例子 不 
是 财 的 ， 

问题 188. 如果 耳 是 可 分 项 和 耳 伯 特 空间 , 则 紧 算 子 的 集 是 H 
上 的 算 子 代数 的 仅 有 的 非 索 闭 页 理想. 

类 似 的 结果 对 不 可 分 空间 也 成 立 ， 但 表达 方式 和 证 明 比 较 繁 
复 且 乏味 . 

139. 紧 算 子 的 有 平方根。 容易 构造 其 平方 是 紧 算 子 的 非 紧 算 
子 ; 事实 上 , 不 难 构造 非 紧 的 指数 2 的 宪 零 算 子 (参看 问题 80), X 


第 十 五 章 紧 # F 71 


于 焉 规 的 情形 则 如 何 ? 

问题 199. 是 否 存 在 其 平方 是 紧 算 子 的 非 紧 正规 算 子 ? 

140. Fredholm 择 一 律 。 关于 紧 算 子 ( 不 管 是 否 正 规 ) 的 主 
要 的 谱 性 质 是 , 非 零 的 数 只 能 通过 点 谱 才 能 进入 谱 。 更 精确 地 说 ， 
如 果 是 紧 的 ,和 \ 是 非 零 复 数 , 则 除非 入 是 C 的 特征 值 ,C 一 和 必 是 
可 道 的 ， 除 以 入 即 能 表明 只 须 研 究 入 =1 的 情形 。 上 面 的 陈述 便 
这 样 转化 为 下 列 陈 述 ， 

问题 140. oe BCX HAGA ker(1 一 0O) 一 0}, 则 1 一 C 是 可 

这 个 陈述 被 征 引 时 常 称 为 Freclholm 择 一 律 。 Fredholm 择 
一 律 有 一 种 开玩笑 似 的 但 又 不 是 太 不 准确 的 重新 表述 方式 ， 即 方 
程 (一 0)f=g 中 , g 看 做 已 知 元 而 了 作为 未 知 元 ， 如 果 这 方程 的 
解 是 唯一 的 ,出 它 一 定 存在 ， 

系 ， 点 谱 是 空 集 的 紧 算 子 必 有 是 拟 畦 零工 子 。 

141， 紧 算 子 的 值 域 . 

问题 141. 包含 在 紧 算 子 的 值 域 中 的 每 一 ( 闭 ) 子 空间 是 有 限 
维 的 . 

系 . 紧 算 子 的 每 一 个 特征 值 具 有 有 限 重 数 . 

142. Atkinson 的 定理 ， 算 子 A 叫做 Fredholm 算 子 , 如 
有 果 ( 了 Dran4 AAA ker4 和 (ran4)+ 都 是 有 限 维 的 (最 后 两 条 
件 可 以 表达 成 4 的 零 秘 和 余 秩 是 有 限 的 ). 算 子 4 以 有 限 秩 算 
子 理 想 为 模 是 可 送 的 ,如 果 (2) 存 在 算 子 使 得 1 一 48B 和 1 一 BA4 
都 有 有 限 的 秩 。 算 子 4 以 紧 算 子 理想 为 模 是 可 送 的 ， 如 果 (3) 存 
在 算 子 BB 使 得 1 一 4B 和 1 一 B4 PRAM. 

问题 142. HF 4 是 (1)Fredholm 算 子 ， 当 且 只 当 它 Qu 
有 限 秩 算 子 理想 为 模 是 可 送 的 , 或 另 一 种 说 法 , 当 且 只 当 它 (83) 以 
紧 算 子 理想 为 模 是 可 北 的 。 

这 个 结果 属于 Atkinson [1951], 

148. Weyl 的 定理 ， 把 紧 算 子 加 给 一 个 已 知 算 子 ,这样 的 步 
又 有 时 称 为 摄 动 。 对 摄 动 的 一 般 看 法 是 , 紧 算 子 是 “小 ”的 ,加 上 一 
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个 紧 算 子 不 能 (或 不 该 ) 促 成 根本 的 变化 . 

问题 14。 如 果 两 算 子 的 差 是 紧 算 子 ,它们 的 谱 除 特征 值 外 
KE, LW Sse, 如 果 A-B AR, X AEA) 一 了 To(4)， 
则 入 E4(B)， 

注意 ,对 B=0 说 , 这 个 陈述 可 由 问题 140 推 得 . 

144、 摄 动 谱 ， 当 把 紧 算 子 加 给 一 个 算 子 时 , 该 算 子 的 谱 当 然 
会 发 生变 化 , 但 在 某 种 意义 上 说 变化 得 不 多 ， 特征 值 可 能 有 些 增 
减 , 但 除 此 之 外 , 谱 保 持 不 变 ， 在 另 一 种 意义 上 , 谱 却 可 能 因为 加 
上 一 个 紧 算 子 而 受到 深刻 的 影响 ， 

问题 144， 存 在 一 个 酉 算 子 可 ， 且 存在 一 个 紧 算 子 OQ， 使 得 
U+O0 i XE HG DM, 

145. 以 紧 算 子 为 模 的 移 位 ，Weyl 的 定理 (问题 143) IN 
KU 是 单 侧 移 位 而 C 是 紧 算 子 ， 则 +0 的 谱 包 含 单位 圆 域 ， 
《这 里 有 点 奇怪 ，U-HO 的 谱 包 合 单 位 问 域 的 理由 是 U 没有 特征 
fi. OU 有 许多 特征 值 , 因此 上 述 推 理 对 它 不 适用 , 但 结论 却 是 适 
HR. Eh, 将 U+0* 的 谱 关 于 实 轴 进行 反射 便 得 到 UV" 十 CO 的 
i, 而 C 和 CC 一 样 地 是 紧 算 子 ,) 还 有 更 多 的 结论 ， Stampfii 
[196 相 证 明 , 开 单位 贺 域 的 每 一 点 是 (十 0)” 的 特征 值 ， 

从 前 段 得 知 如 十 CO 不 可 能 是 可 逆 的 ( 谱 不 能 不 含有 0), 也 可 
Wa UHO 不 可 能 是 拟 寒 零 的 ( 谱 不 能 仅 含 一 点 0). 扼要 地 说 
如 果 可 逆 性 和 拟 短 零 性 被 视 为 良好 的 性 质 , 则 不 仅 V 是 坏 的 ， 而 
且 夫 以 报 动 也 不 能 使 它 改善 ， 一 个 算 子 所 能 具有 的 最 好 性 质 也 许 
是 正规 性 (而 U HABA); 在 这 一 方面 说 , 摄 动 能 否 使 Z 有 所 改 
善 ? 

问题 145.， RU 是 单 侧 移 位 ， 是 否 存 在 着 紧 算 子 CO, 使 得 
U+0 是 正规 的 ? 

Freeman [1965] 得 到 一 个 与 这 一 范围 的 思想 有 关联 的 结果 ; 
他 证 明了 ，, 对 一 大 类 紧 算 子 C 说 , 摄 动 了 的 移 位 D 十 C 与 未 摄 动 
移 位 U RA. 

146. R Volterra 核 。 积分 算 子 是 广义 的 矩阵 ， RT 
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阵 的 经 验 说 明和 矩阵 中 有 越 多 的 零 元 素 , 对 它们 进行 计算 就 越 容易 ; 
特别 地 , 三 角 矩 阵 常 是 十 分 易于 驾 双 的 。 哪 一 类 积分 算 子 是 三 角 
和 矩阵 的 恰当 的 推广 ?在 寻求 解答 时 , 宜 于 只 考虑 十 分 特殊 的 测度 空 
i). 在 下 面 的 讨论 中 , X 仅 限 于 是 单位 区 间 , e 仅 限 于 是 勒 贝 格 
测度 〈 这 理论 可 以 稍为 一 般 地 加 以 处 理 ,参看 Ringrose[1962]), 

Volterra 核 是 L (uX u) 中 的 一 个 核 KEK, CEI <y 时 
A Kle, 轨 一 0， 等 价 地 说 , Volterra 核 是 在 下 述 意义 下 三 角 的 
Hilbert-Schmidt 核 ， 即 在 单位 正方 形 对 角 线 (w= 奶 的 上 方 它 取 
值 0。 考虑 到 这 个 定义 ， 由 Volterra YK 诱导 的 积分 算 子 A 
(Volterra 算 子 ) 的 意义 可 以 由 方程 


CAS) E) =| KC, Wf Way 


来 描述 . 

如 果 一 个 有 限 三 角 和 矩阵 的 对 角 项 为 0, 则 该 矩阵 是 磊 零 的 , 由 
于 单位 正方 形 的 对 角 线 有 测度 0， 又 由 于 从 希 耳 伯 特 空间 的 观点 
看 来 测度 为 0 的 子 集 是 可 以 省 略 的， 在 对 角 线 上 为 零 的 条 件 没有 
一 个 连续 的 类 似 物 ， 昌 然 如 此 , 可 以 看 出 一 个 Volterra 核 在 对 角 
线 上 方 的 零 值 战胜 了 在 下 方 的 非 零 值 . 

问题 146. 具有 有 界 核 的 Volterra HFAMARH, 

注意 . 这 里 的 “有 和 界 ” 涉 及 的 是 核 ,而 不 是 算 子 。 所 假定 的 是 该 
核 在 单元 正方 形 中 是 几乎 处 处 有 界 的 ， 

147. 无 界 Volterra 核 ， 在 问题 146 中 ,有 界 的 假定 重要 到 
什么 程度 ? 

问题 147. 每 一 个 Volterra HF MAM PEA YB? 

148. Volterra 积分 算 子 ， 最 简单 的 韭 平 凡 Volterra 算 子 
的 核 是 三 角形 {<a y O<y<e< 1} 的 特征 函数 。 明显 地 表示 出 
来 , 该 算 子 就 是 依 


VD =| ray 
定义 于 IL2(0, 1) 上 的 Volterra BF V., 再 换 句 话说 , V 就 是 求 不 
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定 积分 ， 其 积分 常数 调整 至 使 六 的 值 城中 每 一 个 函数 都 在 z=0 
取 值 9 《注意 六 的 值 域 中 的 每 一 个 函数 都 是 连续 函数 ， 更 好 的 说 
法 : 六 的 值 域 中 的 每 一 个 矢量 ， 视 为 以 0 测度 的 集 为 模 的 一 个 函 
数 等 价 类 , 含有 唯一 的 连续 函数 ) , 

AF BUY KS SEB Fe” 为 核 的 积分 算 子 ， anv" 
的 核 就 是 三 角形 {@, y): 0Se<y<1} HERR, He V+ 
V" E-F ADRS, KREUK RIBS VM 
V+V* 当然 不 是 Volterra AF). 这 是 一 个 十 分 简单 的 积分 算 
Fs 稍 加 分 析 就 能 证 明 它 是 一 个 投影 算 子 , CRE A U 
成 的 (一 维 ) 空 间 , 由 此 得 知 ReV 具有 秩 1; ATV —=ReV+ilms, 
BAT 是 一 个 斜 自 伴 算 子 的 摄 动 (在 这 里 是 如 上 一 个 一 秩 算 子 ). 

一 般 的 Hilbert-Schmidt 算 子 理论 加 上 特别 的 Volterra & 
子 理论 解答 了 关于 VY 的 许多 问题 例如, V 是 紧 的 (因为 它 蚌 
一 个 Hilbert-Schmidt 算 子 )， 而 且 它 是 氟 宏 零 的 (因为 它 是 
Volterra 算 子 )， 还 有 许多 关于 六 的 自然 的 问题 ; 有 些 易 于 解答 ， 
有 些 则 否 。 这 就 是 一 个 容易 的 问题 , V 能 和 否 使 某 一 非 零 矢 量变 成 
0 (可 以 等 价 地 问 , V AAEE”? 但 这 种 提 法 存在 术语 


上 的 混乱 )? 答 案 是 “ 否 "， 如 果 对 几乎 每 一 个 有 | /(y) 好 一 0, 则 


ESE, 该 方程 对 每 一 个 “ 成立。 由 于 在 的 值 域 中 的 函数 不 
仅 是 连续 的 ,事实 上 还 几乎 处 处 是 可 微 的 ,该 方程 可 以 两 边 求 导 ; 
结果 是 对 几乎 每 一 个 z， 有 fa) -0， 还 有 不 那么 容易 处 理 的 自 
然 问 题 , 下面 是 一 个 简单 的 样 例 . 

问题 148. V HAST TAR 

149. Sete Volterra 算 子 ， 有 一 个 L’(—-1, +1) Ge 
测度 ) 上 的 算 子 Fo 与 LO, 1) 上 的 算 子 有 微弱 的 形式 上 的 类 
似 ; 按 定义 . 

(Poh) (=| fda, 

注意 Vo ELSIE (<0, y>; O< 1y| < Jol <1} 的 特征 函数 为 核 
的 积分 算 子 ， 
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问题 149. 未 针对 称 Volterra 算 子 Vo 的 谱 与 范 数 ， 

150. $R 1, 谱 {， 每 一 有 限 和 矩阵 西 等 价 于 一 个 三 角 抢 阵 ， 
WRT = A EE AR LATOR REL WARES HY 
1; (ER IB ERTI 结论 是 , 在 有 限 
维 希 耳 伯 特 空间 上 恒 等 映 射 是 仅 有 的 具有 谱 G) 的 压缩 算 子 。 引 
导 到 这 个 结论 的 推理 是 十 足 有 限 维 的 ; 可 否 加 以 修补 使 能 得 到 关 
于 无 限 维 空间 的 同一 结论 ? 

问题 50. 除 1 以 外 ,是 否 存 在 算 子 ARB 4(4) 一 岂 }， 而 
|A| =1? 

151. Donoghue 格 , 算 子 理论 中 最 重要 、 最 困难 也 最 令 人 烦 
恼 的 未 解决 问题 之 一 就 是 不 变 子 空间 问题 . 问题 很 容易 叙述 : 无 
穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 每 一 个 算 子 都 有 非 平凡 不 变 子 空间 吗 ? 非 
平 几 ” 指 不 同 于 {0}, 也 不 同 于 全 空间 ;“ 不 变 ” 指 该 算 子 把 该 空间 
映射 到 它 本 身 中 ,对 有 限 维 空间 说 , 这 当然 不 成 问题 。 只 要 用 的 
是 复数 域 , 代数 基本 定理 蕴涵 特征 矢量 的 存在 性 ， 

Polya 有 一 个 名 言说 ,每 一 个 未 解答 的 问题 都 各 存在 一 个 较 
容易 的 未 解答 的 问题 , 学 者 的 第 一 个 任务 是 去 寻找 后 者 ， 即使 应 
用 这 个 格言 , 在 这 里 也 有 困难 ;不 变 子 空间 问题 的 许多 减弱 了 的 问 
题 要 么 是 平凡 不 足 道 的 ,要 么 和 原来 那 没 有 减弱 的 问题 同样 困难 ， 
例如 , 如果 为 了 企图 得 到 一 个 肯定 结果 , 用 “线性 流 形 ” (不 一 定 闭 
的 ) 取代 “ 子 空 间 ?， 则 答案 是 “对 ”, 而 且 很 容易 《参看 Sohaefer 
[1963]， 那 里 有 一 个 漂亮 的 讨论 )， 如 果 , 在 另 一 方面 , 为 了 企图 
得 到 一 个 反例 ， 用 “ 巴 拿 哈 空间 ”取代 “ 希 耳 信 特 空间 ”， 也 毫 无 所 
获 ; 谁 都 不 曾 成 功 地 在 任何 空间 中 找到 一 个 反例 . 

对 于 某 些 特殊 种 类 的 算 子 , 已 经 得 到 一 些 肖 定 的 结果 ， 取得 
这 样 的 结果 的 最 省 力 的 尝试 是 引用 谱 定理 而 得 到 正规 算 子 恒 有 非 
平凡 不 变 子 空间 的 结论 . 循 着 这 些 方向 的 最 早期 的 非 不 足 道 的 结 
果 是 紧 算 子 伍 有 非 平 凡 不 变 子 空间 (Aronszajn-Smith[1954]), 这 
个 结果 已 经 得 到 推广 (Bernstein-Robinson [1966], Halmos 
[1966}), 但 推广 了 的 定理 仍 与 紧 性 密切 联系 着 , 非 紧 的 结果 很 少 ; 
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这 里 有 一 个 样 例 . 如果 4 是 一 个 压缩 算 子 ， 它 使 得 序列 {4"} 和 
{4 BRAN TRU NF OO, MW A 有 一 个 非 平 凡 不 变 子 空间 (Nagy- 
Foias, [1964]), Helson [1964] 提供 一 个 关于 这 个 课题 的 比较 近 
期 的 鸟 敬 ,在 Dunford-Sehwartz[1968] 中 有 更 广泛 的 参考 书目 ， 

从 另 一 个 方向 来 探讨 这 个 课题 是 有 助 益 的 ; 不 去 寻找 反例 ,而 
去 研究 某 些 非 反 例 的 结构 。 这样 做 的 一 条 途径 是 把 注意 力 集中 在 
一 个 特殊 的 算 子 而 去 刻 划 它 的 所 有 的 不 变 子 空间 ， 这 方向 的 第 一 
个 有 效 的 步骤 是 Beurling 的 工作 [1949] (问题 125), 

沿 着 这 个 方向 的 工作 都 不 是 容易 的 ， 第 二 个 其 不 变 子 空间 已 
经 得 到 详尽 研究 的 算 子 是 Volterra 积分 算 子 (Brodskii [1957], 
Donoghue[1957 b], Kalisch[1957], Sakhnovich [1957])， 关 于 
它 的 结果 比 起 关于 移 位 的 结果 较 易 于 描述 , 但 更 难 证 明 。 如 果 对 


LO, ny FAO (@)=[F@ay, 又 对 [0, 七 中 的 每 一 


Ma 是 在 [0, Q] 上 几乎 处 处 为 零 的 那些 函数 所 成 的 子 空间 ， 则 M, 
EV 下 不 变 ; 主要 的 结果 是 六 的 每 一 个 不 变 子 空间 都 是 诸 ML 
中 之 一 .得 到 这 些 结 果 的 一 个 漂亮 方法 是 把 Volterra 积分 算 子 
的 研究 〈 就 不 变 子 空 间 而 论 ) 约 化 成 单 侧 移 位 的 研究 ，Sarason 
[196 四 就 是 这 样 做 的 . 

在 某 一 特殊 算 子 下 不 变 的 所 有 子 空间 的 类 是 一 个 格 (关于 构 
成 交集 和 构成 张 成 空间 的 运算 封闭 )， 描 述 关 于 六 的 结果 的 一 个 
方法 是 指出 它 的 不 变 子 空间 与 闭 单位 区 间 反 同 构 (“ 反 ”, 因为 当 a 
增 大 时 M, 反而 缩小 )。V* 的 不 变 子 空间 格 在 一 个 显然 的 方式 下 
与 闭 单位 区 间 同 构 . 

是 否 存在 一 个 算 子 其 不 变 子 空间 格 同 构 于 正 整 数 全 体 ? 这 个 
问题 的 提 法 应 该 稍为 遵 慎 一 些 。 注 意 每 一 个 不 变 子 空间 格 都 有 一 
个 最 大 元 ， 准 确 的 提 法 是 容易 的 是 否 有 这 样 一 个 算 子 , 在 正 整数 
和 co 的 集 与 该 算 子 的 所 有 不 变 子 空间 之 间 存 在 一 个 一 对 一 且 保 
序 的 映射 n> M,, n=0, 1, 2，8，.…，co? 答案 是 “对 ”， 第 一 个 
这 样 的 算 子 为 Donoghue[1957. b] 所 发 见 ，Nikolskii[1965] 描 述 
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了 一 个 更 广 的 这 样 的 算 子 类 . 
假设 {en} 是 正 数 (om>0) 的 单调 序列 (Onani n 一 0, 1, 2, 


…) E D<, 具有 权 数 序列 {om} 的 单 侧 加 权 移 位 叫做 单 


调 移 位 ， 基 矢量 en, eari Cago, … 的 张 成 空间 在 这 样 的 移 位 
“PARA, 2=0,1, 2,…， 其 正 交 补 , 即 e0,…, En- 的 张 成 空间 M,, 
在 伴随 算 子 下 不 变 ,n 一 1,，2, 8, …; 主要 的 结果 是 , 该 伴随 算 子 的 
每 一 个 不 变 子 空间 必 是 这 些 正 交 补 中 之 一 ， 

问题 151. 如 果 4 是 单调 信 移 位 的 件 随 算 子 ,又 了 是 在 4 
FREMEFAREF SH, 则 ' 必 存在 一 个 整数 nn(=1， 或 2， 或 
8,…) 使 得 M=M,, 
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152. Putnam-Fuglede €H, 有些 关于 正规 算 子 的 自然 
的 问题 对 于 有 限 维 空间 和 无 穷 维 空间 有 相同 的 答案 而 且 用 以 证 明 
这 些 答案 的 技巧 也 是 相同 的 . 另 一 方面 , 有 些 问题 是 地 地 道道 无 
FER, 这 就 是 说 ,对 于 有 限 维 空间 说 ,它们 或 则 是 无 意义 的 , 或 则 
是 平凡 不 足 道 的 。 关 于 移 位 的 问题 , 或 更 一 般 地 , 关于 次 正规 算 子 
的 问题 多 半 是 属于 这 个 范畴 (参看 问题 15 人， 在 这 两 极端 之 间 还 
有 这 样 的 问题 , 当 维 数 改 变 时 它们 的 解答 不 变 , 但 (证 明 的 ?技巧 则 
不 然 。 有 时 , 的 确 须 将 问题 或 解答 重新 叙述 借以 取得 有 限 维 与 无 
穷 维 间 的 协调 一 致 ， 论 及 技巧 , 经 验 说 明 无 穷 维 的 证 明 通 常 适用 
于 有 限 维 的 情形 ;所谓 技巧 不 同意 指 自然 的 有 限 维 的 技巧 不 能 推 
广 到 无 穷 维 空间 ， 可 是 应 该 补充 说 明 一 点 ， 有 时 有 限 与 无 穷 的 证 
阴 有 着 内 在 的 差别 , 以 致 任 一 种 不 能 用 以 导出 另 一 种 的 结果 ; 一 个 
适当 的 例子 是 下 面 这 个 命题 : 任意 两 基 有 相间 的 基数 。 有 这 样 的 
定理 , 其 陈述 易于 从 有 限 推广 到 无 穷 , 但 其 证 明 则 否 , 一 个 熟悉 且 
典型 的 例子 就 是 谱 定 理 ， 一 个 更 令 人 注意 的 例子 是 Fuglede 可 
交换 性 定理 。 其 所 以 更 令 人 注意 ,因为 在 以 前 , 它 曾 经 是 多 年 没有 
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解 类 的 问题 . 对 于 有 了 痕 维 空间 说 , 该 陈述 已 知 是 真 的 且 平 凡 不 足 
道 的 ; 对 于 无 穷 维 空间 说 , 以 前 它 是 未 知 的 ， 

Fuglede 定理 (参看 解 115) 可 以 用 儿 种 方式 表述 。 代数 上 最 
简单 的 表述 方式 是 ， 如 果 4 是 正规 算 子 而 B 是 与 4 可 交换 的 算 
F, WB 也 与 A 可 交换 .等 价 地 说 : 如 果 A* 与 4 可 交换 而 4 
与 B 可 交换 , 则 AS 与 B 可 交换 。 后 一 方式 中 的 断 语 就 是 说 在 某 
种 特殊 情况 下 可 交换 性 是 传递 的 (一 般 情况 下 不 是 这 样 ). 

算 子 A 在 Fuglede 定理 中 担任 着 双重 角色 ; 把 4 的 两 个 角 
色 分 派 给 两 个 正规 算 子 , 这 样 修改 了 的 断 语 是 真 的 而 且 是 有 用 的 . 
这 里 有 一 个 准确 的 表达 方式 ， 

问题 152. 如 果 4; 和 4s 是 正规 算 子 ， 又 BB 是 一 个 使 得 
A1B 一 BA 的 算 子 , 则 41B=B4s, 

试 观察 ， 当 B 是 自 伴 时 (即使 4 不 一 定 是 正规 的 )，Fuglede 
定理 是 平凡 不 足 道 的 , 只 须 对 假定 成 立 的 方程 AB=BA 取 伴 随 算 
子 即 得 ，Putnam 的 推广 ( 即 问题 162) 即 使 B 是 自 伴 时 也 不 是 显 
然 的 ， 此 时 AB = BA, 的 伴随 是 BA S= AB, 而 这 不 是 我 们 所 需 
要 的 . 

系 ， 如 果 两 个 正规 算 子 相似 , 则 它们 必 西 等 价 。 

两 个 可 交换 的 正规 算 子 的 积 是 否 必 正 规 ? 解答 是 “对 ”; 这 在 各 
种 维 数 的 空间 有 相同 的 证 明 ， 该 证 明 似乎 必须 用 到 Fuglede 定 
理 。 与 此 有 关联 , 必须 指出 ,不 一 定 可 交换 的 正规 算 子 的 积 要 保证 
它 成 为 正规 是 很 然 强 的 ，Wiegmann[1948] 得 到 一 个 正面 的 有 关 
结果 ; 它 说 的 是 ,如 果 A 是 一 个 有 限 维 希 耳 伯 特 空间 , 又 4 和 8 
H LE AB 正规 的 正规 算 子 , N BA 也 是 正规 的 。 离开 了 有 
限 维 空间 , 即使 这 个 结果 也 成 为 闫 固 难 攻 的 .对 于 紧 算 子 , 该 命题 
《在 无 穷 维 空间 ) 仍 是 真 的 (Wiegmann[1949])， 但 在 一 般 情形 下 
它 是 错误 的 (Kaplansky[1958]), 

153. 单位 贺 域 的 谱 测 度 ， 有 一 个 可 以 用 来 证 明 Fuglede 定 
再 约 技 巧 ， 这 就 是 利用 希 耳 伯 特 空间 的 几何 学 来 刻 划 伴 随 着 一 个 
正规 算 子 的 谱 子 空间 ， 这 个 技巧 在 其 它 问 题 上 也 是 有 用 的 ， 
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复数 有 小 或 等 于 二 的 模 的 一 个 充 要 条 件 是 它 的 一 切 赛 都 具有 
这 个 性 质 ， 这 个 不 足 道 的 观察 可 以 推广 到 复 值 通 数 : {x: pæ) |< 
1} = {a, |p(~)|"<1, n=1, 2, 8), 复 值 画 数 与 正规 算 子 之 间 有 
着 紧密 的 联系 . 上 述 数值 上 的 考察 在 算 子 上 该 有 如 下 的 类 扒 : 如 
果 4 是 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 一 个 正规 算 子 , 则 H 中 使 得 | Af 
| 有 |， n=1, 2, 3, = 的 矢量 全 体 的 集 加, 该 是 H 的 这 样 的 一 
个 部 分 , 在 这 部 分 上 , 在 某 种 意义 下 ,4 在 1 之 下 。 这 是 真 的 ; 准确 
的 表达 方式 是 , HEA 的 一 个 子 空间 而 在 E 上 的 投影 是 伴随 着 
4 的 谱 测 度 在 复 平 面 的 财 单位 圆 域 上 的 值 ， 利 用 乘法 算 子 的 语 
言 , 同一 结果 可 以 用 较 初 等 的 形式 表达 出 来 . 

问题 158. 如 果 4 是 一 个 测度 空间 上 的 有 界 可 测 函 数 p 话 
导出 的 来 法 算 子 , 又 D=fe:|2|<, 则 L 中 的 元 素 卫 具有 性 质 
amf 一 J 4-PRERE RM H—- LKR NA AFISI 

如 同 通常 那样 ， 这 里 的 x 表示 其 下 标 所 指 的 点 集 的 特征 函 
a, 

通过 平移 与 尺度 改变 ， 伴 随 着 一 切 圆 域 的 谱 子 空间 都 可 以 类 
似 地 给 予 刻 划 ; 特别 地 , ERL {v | p(w) |<s} (o> 0) Hy REE R Be 
的 乘法 下 不 变 的 充 要 条 件 是 对 一 切 呈 有 |4*jl 和 se 几 。 这 个 结果 
有 时 有 很 好 的 应 用 , 其 一 例如 下 : 如 果 对 某 一 正 数 s 在 L 中 ( 除 
Os RA f HB LA SI<e] 则 对 一 切 n 成 立 则 在 集 
{x, |p (a) [<e} 的 余 集 上 取 值 0 的 诸 了 所 形成 的 子 空间 就 是 0}， 
所 以 {fe: |p (x) |e} (几乎 ) 是 空 集 ， 结 论 ; 在 这 些 条 件 下 , 几乎 处 
wA low] >e, 从 而 算 子 4 Bp Rs, 

154. 次 正规 算 子 ， 正 规 算 子 的 理论 相当 成 功 , 非 正规 算 子 的 
理论 多 以 之 为 模型 建立 起 来 ， 推 广 成 功 的 理论 的 一 个 自然 的 方法 
就 是 轻微 地 减弱 它 的 假设 条 件 并 且 希 望 相 应 的 结论 也 仅 有 轻微 的 
减弱 ， 正 规 性 的 一 种 减弱 形式 是 拟 正 规 性 (参看 问题 108)、 次 正 
规 算 子 构成 一 种 更 有 用 而 且 更 深刻 的 沿 闭 一 个 全 然 不 同 的 方向 的 
推广 ， 一 个 算 子 称 为 次 正规 的 ， 如 果 它 有 一 个 正规 的 扩张 。 更 精 
确 地 说 , 4 是 希 耳 伯 特 空间 HELMS, 如 果 存 在 希 耳 伯 特 空间 
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K 上 的 正规 算 子 B 使 得 AK 的 子 空间 , 子 空间 H 在 算 子 B 
TRE, BEA 上 的 限制 与 4 重合 ， 则 4 称 为 次 正规 的 ， 每 
一 个 正规 算 子 显而易见 地 是 次 正规 的 .在 有 限 维 空间 上 每 一 个 
次 正规 算 子 是 正规 的 ， 但 这 需要 一 些 证 明 ， 人 参看 解 159 或 问题 
160, 次 正规 算 子 的 一 个 更 有 趣 ， 更 典型 的 例子 是 单 侧 移 位 ; 双 侧 
移 位 是 它 的 正规 扩张 。 

问题 l. 每 一 个 拟 正 规 算 子 是 决 正规 的 。 

正规 性 将 涵 所 正规 性 ,但 逆 命 题 不 成 立 ( 有 单 侧 移 位 为 证 ). 现 
在 这 个 断 语 则 说 明 拟 正规 性 芍 涵 次 正规 性 , 但 道 命题 也 不 成 立 . 把 
一 个 非 0 倍 乘 算 子 加 于 单 侧 移 位 便 得 到 一 个 反例 。 所 得 算 子 , E 
如 单 侧 移 位 ， 是 一 个 次 正规 算 子 , 但 是 通过 直 捷 的 计算 便 能 证 明 ， 
如 果 它 又 是 拟 正 规 的 , 则 单 侧 移 位 将 是 正规 的 了 ， 

155. DERF. A POKERA FAEK E)E 
规 扩 张 B 称 为 极 小 的 ,如 果 在 开 与 之 间 不 存在 B 的 约 化 子 
空间 ， 换 句 话说, 如果 每 当 M Ath BA ACM 时 , 可 推 知 M= 
K, EH BEA 上 极 小 ， 对 于 极 小 正规 扩张 要 用 什么 冠 词 才 恰 
当 :; 一个” 还是“ 那个， 

问题 1 后 . 如 果 (在 K 和 Ka 上 的 ) Bi 和 BHR H EH 
次 正规 算 子 4 的 极 小 正规 扩张 ， 则 存在 一 个 K 到 K, 上 的 等 距 
4 U, Cle 再 EX Ba CP OB, =BYV) LAH 上 它 等 于 恒 等 
HT. 

考 碟 到 这 个 结果 ， 说 一 个 次 正规 算 子 的 “那个 " 极 小 正规 扩张 
是 合理 的 ， 事实 上 大 家 都 这 样 称呼 了 。 典型 例子 : 单 侧 移 位 的 那 
个 极 小 正规 扩张 是 双 侧 移 位 ， 

156. 次 正规 算 子 的 相似 性 ， 对 于 正规 算 子 说 , 相似 性 蕴涵 西 
等 价 性 (问题 152) 。 次 正规 算 子 是 为 了 模仿 正规 算 子 的 性 质 而 设 
计 的 。 这 个 性 质 是 否 模 仿 取 得 成 功 的 一 方面 ? 

问题 156. 两 个 相似 的 次 正规 工 子 必须 是 本 等 价 的 吗 ? 

157， 谱 包含 定理 。 如果 算 子 4 是 算 子 已 在 了 的 不 变 子 空 
间 H 上 的 限制 , 又 如 果 f 是 4 的 一 个 特征 矢 CB SCH Bt A 
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一 数量 和 有 : Af=Af), 则 了 是 上 B 的 一 个 特征 和 撩 ， 用 不 同 的 话 来 
ER: WE ACB, M oC(4) c HB), 或 ， 当 一 个 算 子 扩大 时 ， 
其 点 谱 也 随 着 扩大 了 。 同 样 容易 的 验证 指明 , 当 一 个 算 子 扩大 时 ， 
它 的 近似 点 谱 也 扩大 . 这 些 很 自然 的 考察 吸引 我 们 做 这 样 的 猜测 ， 
当 一 个 算 子 扩大 时 , 它 的 谱 也 扩大 了 , 所 以 特别 有 , WR A 是 次 正 
规 的 而 B 是 它 的 极 小 正规 扩张 ， 则 AC4)CA(B)、 次 正规 算 子 
的 第 一 个 非 平 凡 的 例子 证 明了 这 个 猜测 是 错误 的 : 如 果 4 是 单 侧 
移 位 而 B 是 双 侧 移 位 , 则 A4(4) 是 单位 圆 域 , 反之 , ABEX 
AEREA. 可 以 看 出 这 个 反例 比 起 那 以 准确 或 近似 的 特征 值 
为 基础 的 似是而非 的 论证 更 好 地 解释 了 一 般 情 况 . 

问题 157. 如 果 4 是 次 正规 工 子 而 BB 是 它 的 极 小 正规 扩张 ， 
A) ACB) CAA), 

参考 文献 . Halmos[1952a] . 

158. 填 洞 .次 正规 算 子 的 谱 包 含 定理 (问题 157) 可 以 有 趣 
地 、 令 人 这 异地 加 以 改进 使 更 深刻 .结果 是 , 次 正规 算 子 的 谱 恒 可 
通过 “ 填 满 ” 它 的 极 小 正规 扩张 的 谱 的 “ 某 些 空洞” 而 得 到 .这 个 非 
正式 的 表述 可 给 以 精确 的 技巧 性 的 意义 。 复 平面 的 紧 子 集 的 一 个 
洞 指 它 的 余 集 的 一 个 有 界 分 文 ， 

问题 158. 如 果 4 是 次 正规 算 子 , BACHM PERRY RK, 
又 4 是 4(B) 的 一 个 洞 , 则 4 不 是 包含 于 MCA) 就 是 与 AAS 
相交 ， 

159. 具有 有 限 余 维 数 的 扩张 ， 

问题 159、 希 耳 伯 特 空间 KoH, 4 dim(KNH')ARH, 
HEM KEMPE ERM RTE GS APS K 上 的 正规 扩张 ? 

160. 亚 正规 算 子 。 WRO 上 的 )4 是 次 正规 的 , RAGE 
上 的 ) 正 规 扩 张 B, A 与 B* 间 有 什么 关系 ? HAM EK SE 
的 投影 了 可 以 最 好 地 表达 这 问题 的 答案 如果 了 和 9 le TH, 
则 

(AF, N=(F, Ag)=(f, BN =(BS, 9) 
= (Bf, P= PRS, 9). 
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由 于 天 上 的 算 子 PB* 保持 HR, Ete HE Rie Hb 
的 一 个 算 子 , 而 根据 上 述 的 方程 链 , 该 限制 就 等 于 4"。 这 样 就 得 
到 答案 :对 H 上 的 每 一 个 f, 有 4*f= 了 PB*/. 

AGB 间 的 这 个 关系 有 一 个 奇特 的 推论 。 如果 JE 五 ， 风 

JA’ fi = |PB F<] Bf] EERE) -Bff 
这 个 结果 (14* SISA |) 可 以 用 另外 一 个 有 用 的 方法 来 重新 表 
B, 即 它 等 价 于 算 子 不 等 式 

AA* < A'A, 

的 确 ， [AT SIP = (AAS, DEIA P= AAS, A, 

次 正规 算 子 恒 能 适合 的 这 个 奇特 的 不 等 式 也 可 以 通过 一 个 富 
于 启发 性 的 矩阵 计算 而 得 到 ， 对 应 于 分 解 式 =H@H:,K 上 
的 每 一 个 算 子 可 以 过 示 成 一 个 算 子 和 矩阵 , 对 于 特例 B 说 ， 这 也 是 
真 的 . 4 与 B 间 的 关系 (4CB) 容 易 用 B 的 矩阵 表示 出 来 ; 它 ( 这 
个 关系 ) 成 立 的 充 要 条 件 是 ， (1) 主 (西北 角 的 ) 元 素 是 A, HOE 
它 下 面 (西南 角 的 ) 元 素 是 0。 ZAA H 在 BER, i 
(OHH BEH 上 的 限制 是 4， 于 是 


AR 
Ba s) 


A* 0 
因此 B= (on ge): 
HTB 是 正规 的 , SPE 
A*A ` A*R )-( aS) 

R'A RR+S'*S SR SS” 
WFO, KAW AA AAT = RR, 从 而 44 一 44*>0， 

这 里 有 一 个 奇特 的 不 对 称 ， 为 什么 AA 的 作用 与 44* 明显 
地 不 同 ?就 单 侧 移 位 稍 作 恩 考 是 有 益 的 ， 如 果 A- MWENU, N 
4 是 次 正规 的 , 且 4"4 一 1; 反 过 来 , 44* 是 一 个 非 平凡 的 投影 , 显 
然 有 44 > AA AU", 则 4 不 是 次 正规 的 (理由 : 假设 
它 是 次 正规 的 , 它 将 适合 不 等 式 4'4 之 44", 即 DU">D"D, 而 UU 
将 是 正规 的 . ) 如 果 认 为 对 称 是 绝对 不 可 氧 的 ， 则 引入 共 罗 次 正规 


B*B— BB*=( 
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性 这 个 对 偶 概 念 ( 拟 定义 为 : 伴随 算 子 是 次 正规 的 ) ,对 称 性 就 能 恢 
复 其 普遍 存在 .如 果 4 在 这 个 意义 下 是 共 思 次 正规 的 , 则 AAT 
AA, (i AARAA HAF 4 已 经 被 称 为 亚 正规 的 (与 之 对 侦 
的 那 一 类 算 子 不 妨 称 为 共 罗 亚 正规 的 .注意 希腊 文中 的 “hypo” 
《 亚 ) 与 拉丁 文中 的 “Sub”( 次 ) 同 义 。 这 个 命名 并 没有 特殊 的 启示 
性 , 但 这 概念 出 现时 这 样 取 名 , 现在 似乎 就 这 样 固定 下 来 了 )。 前 
段 的 结果 就 是 说 , 每 一 个 次 正规 算 子 是 亚 正规 的 .对偶 结 果 是 平 
淡 乏 味 的 , CARA, 每 一 个 共 轿 次 正规 算 子 是 共 罗 亚 正规 的 ， 

在 有 限 维 空 间 上 , 每 一 个 亚 正规 算 子 是 正规 的 , 这 个 断 语 的 最 
有 效 的 证 明 是 如 下 的 一 种 迹 推理 .由 于 t(4B) 恒 等 于 认 (B.1)， 
得 知 tr(A*A— AA") fay 0; 如 果 AARAA", I] AAAA 是 一 
个 具有 迹 0 的 正 算 子 , 所 以 44 一 44*=-0， 这 里 所 证 明 的 结论 是 
另 一 陈述 的 推广 , 该 陈述 就 是 , 在 有 限 维 空间 上 , 每 一 个 次 正规 算 
子 是 正规 的 (参看 问题 154)， 

问题 160. 给 出 一 个 亚 正规 但 非 次 正规 的 算 子 的 例 ， 

这 不 是 易 解 的 问题 ， 所 用 的 技巧 几乎 足以 得 出 次 正规 性 的 一 
个 内 在 的 特征 ， 该 特征 曾 被 Halmos[1950a] 得 到 而 Bram [1955] 
予以 改进 , 使 更 深刻 “内 在 ”的 意义 指 该 特征 可 以 用 该 算 子 在 其 
定义 域 中 诸 矢量 上 的 作用 来 表示 ， 而 不 需要 用 到 在 其 定义 域 以 外 
的 某 些 事物 ， 该 特征 在 以 下 意义 下 具有 “有 限 性 质 ” 即 , 它 依赖 于 
该 算 子 在 一 切 可 能 的 矢量 的 有 限 集 上 的 性 态 。 通 过 更 多 的 同类 的 
工作 可 以 得 到 次 正规 性 的 一 个 漂亮 的 拓扑 特征 ; Bishop[1957] 首 
先 这 样 做 了 ，Bishop 的 结果 倒 容 易 叙述 ， 次 正规 算 子 全 体 的 集 正 
好 是 正规 算 子 全 体 的 集 的 强 闭 包 ， 

161， 正 规 和 次 正规 的 部 分 等 距 算 子 . 

问题 161. 部 分 等 距 算 子 是 正规 的 当 且 只 当 它 是 一 个 本 算 子 
和 一 个 雷 算 子 的 直接 和 ; 它 是 次 正规 的 当 且 只 当 它 是 一 个 等 距 算 
子 和 一 个 零 算 子 的 直接 和 . 

在 这 两 种 情形 下 , 所 说 两 直 利加 项 中 都 可 能 缺少 一 项 ， 

162%2. 范 数 的 者 和 宪 的 范 数 ， 使 得 对 每 一 正 整 数 % A [A= 
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ij4l* 的 那些 算 子 4 的 集 T 至 少 有 某 些 满足 好 奇 心 的 价值 . 如 果 
ACT, WJA =A BEA r(A) =| Als 如 果 反 过 来 , 设 (4) 一 
JAL WISA = (A) "=r (4) <|4"|, REE 
RY. 结论 , ACT 当 且 只 当 7(4) =|], 

I 的 定义 蕴涵 每 一 个 正规 算 子 属于 E CA ERN kei i AE A 这 
个 结果 )， 对 于 23x3 矩阵 说 , 通过 一 个 繁 元 的 计算 可 以 证 明 一 个 
强 的 逆 定 理 , 如 果 |42?| =| Al?, 则 4 是 正规 的 ， 因 为 这 个 断 语 以 
及 其 证 明 都 没有 任何 重要 性 , 因此 略 去 其 证 明 ， 当 维 数 超过 2， 逆 
命题 就 不 成 立 ， 例 如 


则 对 一 切 汪 有 | 4 中 一 二 但 是 4 肯定 不 是 正规 的 ， 

正 断 语 ( 如 果 4 正规 , W 4ET) 的 最 快 的 (但 不 一 定 是 最 初 
等 的 ) 证 明 是 引用 谱 定 理 的 ， 由 于 对 次 正规 和 亚 正规 算 子 说 ,该 定 
理 不 能 适用 , 一 个 很 自然 的 问题 还 没有 解答 。 其 答案 最 终 证 明 是 
肯定 的 ， 

问题 162. 如 果 4 是 亚 正规 的 , iE n, ALA" = 
Al", 

系 . 亚 正规 拟 堆 零 算 子 只 能 是 0. 

163. 紧 亚 正规 算 子 。 由 有 限 维 空 间 上 亚 正 规 算 子 的 讨论 ( 问 
题 160) 得 知 (在 一 个 可 能 是 无 限 维 空间 上 的 ) 有 限 秩 亚 正 规 算 子 
必然 是 正规 算 子 ， 有限 秩 算 子 的 极限 则 如 何 ? 

问题 163， 每 一 个 紧 亚 正 规 算 子 是 正规 的 ， 

参考 文献 . And6[1968], Berberian [1962], Stampfli[1962]. 

164， 亚 正规 算 子 的 军 。 正规 算 子 的 每 一 个 窜 是 正规 算 子 .这 
个 显 易 不 足 道 的 考察 有 一 个 几乎 同样 不 足 道 的 推论 ， 就 是 次 正规 
算 子 的 每 一 个 害 是 次 正规 算 子 ， 对 亚 正 规 算 子 说 , 情况 有 所 不 同 。 

问题 164， 给 出 亚 正 规 工 子 的 平方 不 是 亚 正 规 工 子 的 一 个 
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例子 ， 

这 问题 不 很 容易 ， FXE, 它 必 然 地 最 少 与 构造 一 个 非 次 正 
规 的 亚 正 规 算 子 ( 问 题 160) 同 样 困难 ， 因 为 问题 164 的 每 一 个 解 
自动 地 是 问题 160 的 解 ， 反 过 来 说 则 不 成 立 ; 解 160 中 所 用 的 亚 
正规 算 子 的 一 切 宪 也 都 是 亚 正规 的 ， 

165， 相 似 于 酉 算 子 的 压缩 算 子 . 

问题 165. AUF RLF HERAT LMA FY? 
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166. Toeplitz-Hausdorff 定理 (Hilbert, Hellinger, 
Toeplitz 及 其 他 人 的 ) 希 耳 伯 特 空间 的 早期 研究 中 , 主要 有 兴趣 的 
对 象 是 二 次 型 . 现在 它们 已 降 为 次 要 的 和 角色， 首先 涌现 出 希 耳 伯 
特 空 间 H 上 的 算 子 4, 然后 ,显然 是 在 经 过 继续 研究 之 后 ， 出 现 
H 上 的 数值 函数 >r D. 这 并 不 是 说 二 次 (型 ) 观 点 已 经 过 
时 ; 它 仍旧 在 提出 问题 , 这 些 问 题 是 有 趣 的 , 其 解答 也 可 能 是 有 用 
的 ， 

大 多 数 关 于 算 子 的 二 次 (型) 的 问题 是 关于 它 的 数值 值 域 (有 
时 称 为 它 的 值 的 范围 ) 的 问题 。 算 子 4 的 数值 值 域 就 是 当 了 取 遍 
单位 球面 上 的 一 切 和 拓 量 时 等 于 (47, 了 ) 的 复数 全 体 的 集 WA) 
要 点 : 外 站 一 二 EISD. A 的 数值 值 域 就 是 伴随 着 4 的 二 次 型 
在 单位 球面 上 的 限制 的 值 域 ， 着 重 讨论 单位 球面 的 象 竟 一 个 理由 
就 是 单位 球 ( 体 ) 的 象 以 及 全 部 值 域 都 容易 通过 它 来 描述 ， 但 反 过 
来 则 不 然 .〈 单 位 球 ( 体 ) 的 象 是 把 原点 与 数值 值 域 的 点 联结 起 来 
的 一 切 闭 线段 的 并 ; 全 部 值 域 是 以 原点 为 顶点 经 过 数值 值 域 的 点 
的 一 切 闭 射 线 的 并 ). 

算 子 的 数值 值 域 的 确定 有 时 很 容易 ， 这 里 有 一 些 可 作 样 例 的 


AiR. 如果 
1 0 
4-(, o) 


e6 问 是 
则 W CA) 是 闭 单位 区 闻 ( 容 易 ); 如 果 


0 0 
4(1 o) 
则 W (A) ERGE 0, 半径 为 二 的 闭 贺 域 (容易 ,但 更 有 趣 )i 如 果 
0 0 
4-(1 1) 


则 WA) BR REO 和 1, 短 轴 工 且 长 轴 w AAR RS 
只 应 用 解析 几何 )， 有 一 个 包括 上 述 各 种 情况 的 定理 ， 如 果 4 
是 2x2 矩阵 , 它 具 有 不 相等 特征 值 a AB, 对 应 着 特征 矢 子 和 由 
J, 9 已 经 规范 化 ,使 上 | 一 上 gl=1, W WA) RE a A8 R 
椭圆 域 ; 如 果 Y=1(f, g) | 而 db=Vi-7*, WHE Yla 一 B81/8 
而 长 轴 是 je 一 61/5， 如 果 4 仅 有 一 个 特征 值 o WU WA) EIB 


在 a 而 半径 为 寺 |4 一 ol 的 ( 圆 ) 域 
一 对 三 维 的 例子 可 以 说 明 , 二 维 的 情形 不 能 作为 典型 ， 如 果 


0 0 A 
A=(1 0 Of, 
0 10 


PARR IWR, WW AAU ABST TRA OS 
边 三 角形 (的 内 部 和 边界 ) (参看 问题 171)。 如 果 


Wil) W (4) 是 把 点 联结 到 圆心 在 0 以 为 半径 的 闭 圆 域 的 点 的 
一 切 财 线段 的 并 (参看 问题 171). 

维 数 越 高 ,数值 值 域 将 越 奇 特 。 如果 A 是 Volterra 积分 算 
子 (参看 问题 148) , 则 WC(4) 是 位 于 曲线 
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1 > 1 gest +i t a , 
CH ba Safe ¢=0 的 右 极限 为 函数 在 1=0 的 值 ) 之 间 的 点 的 集 . 

下 列 断 语 描述 了 所 有 这 些 例 子 的 最 重要 的 共同 性 质 ， 

问题 166. HHRMA BL AK, 

这 个 定理 以 Toeplitz-Hausdorff 定理 闻名 . 已 知 的 每 一 个 
证 明 痢 是 通过 计算 .有 的 计算 设计 得 好 些 , 有 的 差 一 些 ,但 不 管 怎 
样 设计 , 它们 反正 都 是 计算 ， 我 们 更 (或 特别 地 ) 期 望 有 一 个 概念 
性 的 证 明 ， 即 使 它 所 用 的 概念 不 如 在 计算 的 证 明 中 所 用 的 概念 那 
AMS. 

在 这 里 宜 于 再 作 一 些 评论 . 关于 实 部 和 虚 部 的 考虑 表明 
Toeplitz—Hausdorff 定理 是 下 述 一 般 断 语 ( 当 "一 2 时 ) 的 特例 : 如 
果 41,…， An EATERS, WEM < S, Ao, af, A> R 
?~ 数组 , 其 中 的 | 中 = 寺 是 ” 维 实 欧 几 里 得 空间 的 一 个 西子 集 . 不 
管 它 是 真 的 还 是 廖 误 的 ， 该 断 语 似乎 是 Toeplitz-Hausdorff 定理 
的 一 个 自然 的 推广 ; 遗憾 的 是 , 它 竞 是 十 足 地 请 误 的 . 在 二 维 空间 
中 当 n=3 时 它 就 是 雇 误 的 , 反例 容易 得 到 . 

关于 这 个 课题 的 第 一 篇 论文 是 Toeplitz[1918] 的 ， 他 证 明了 
仇 (4) 的 边界 是 一 个 号 曲线 , 但 没有 解决 它 有 没有 可 能 在 内 部 有 
洞 ，Hausdorff[I919] 证 明了 没有 这 种 可 能 性 , Donoghue[1957a] 
重新 检查 这 些 事实 并 且 给 出 某 些 有 关联 的 计算 .关于 Volterra 
积分 算 子 的 结果 属于 A. Brown, 

167. 高 维 数值 值 域 . 数值 值 域 可 以 看 作 一 个 多 维 的 概念 的 
一 维特 例 ， 要 看 出 这 是 怎么 说 的 ,请 记 起 一 秩 投影 P, 用 它 的 值 域 
中 的 一 个 单位 矢 了 表示 的 式 子 : 对 一 切 g， 

=, DF. 
如 果 4 是 随意 的 一 个 算 子 ， 则 PAP 是 一 个 工 秩 算 子 ， 所 以 对 它 
说 , 类 如 迹 的 有 限 维 概念 是 有 意义 的 ,PAP 的 迹 可 以 这 样 计 算 ， 
即 求 PAP Æ P 的 值 域 上 的 限制 关于 (一 个 元 素 的 ) 基 {FP 的 (一 
RER AT Pf 一 f, 该 迹 的 值 是 


O<t<2n, 


88 问 题 


(PAPf, f)=(APS, Pf) =(AF, f). 

这 些 评注 可 以 概括 如 下 , WA) S24 P 取 遍 一 切 1 秩 投影 
时 形 如 tr PAP 的 复数 全 体 的 集 . 以 一 个 任意 正 整数 有 代替 1, 就 
得 到 A 的 -数值 值 域 , 用 记号 表示 为 WA): CEN P 取 遍 一 
切 石 秩 投 影 时 形 如 PAP 的 复数 全 体 的 集 。 通 常 的 数值 值 域 就 
是 k=l 时 的 数值 值 域 . 

问题 167、 算 子 的 6 数值 值 域 恒 是 西 集 吗 ? 

168， 数 值 值 域 的 闭 包 . 

问题 168. 给 出 其 数值 值 域 非 闭 的 算 子 的 例 ， 

注意 到 在 有 限 维 的 情形 下 算 子 的 数值 是 一 个 紧 集 的 连续 象 ， 
从 而 必须 是 紧 的 ， 

169. 谱 与 数值 值 域 . 

问题 169. 数值 值 域 的 闭 包 包含 谱 . 

有 一 个 不 足 道 的 推论 ， 它 断言 如 果 4=B+iC, Hep BAC 
EAE, WAAC WCB) +4W(C), .这 叫做 Bendixson- 
Hirsch 和 定理， 

170.， 拟 寡 零 性 与 数值 值 域 。 如 果 ARTES, M, 
据 问题 169, OC W(A) ， 据 解 168, 集 W (AUEREA, 因此 
从 OG W(A) RRR OCW (4), 实际 怎样? 反正 都 一 样 吗 ? 

问题 170. 给 出 OFW (A) HMRRHF 和 4 的 一 例 ， 

请 注意 任何 这 一 类 例子 都 是 问题 168 的 解 ， 

171. 正规 性 与 数值 值 域 ， 数 值 值 域 的 闭 包 可 能 比 谱 大 得 很 
多 吗 ? 答 案 是 ; 能 .一 个 扫兴 的 例子 是 


0 0 
G 0) 
详 是 很 小 的 ({0}), 但 数值 信 域 则 是 大 的 ([ le] < F). 在 正规 


算 子 中 ,这 一 类 极端 的 例子 不 会 存在 ; 对 它们 说 ， 数 值 值 域 的 闭 包 
是 小 到 象 谱 和 数值 值 域 的 一 般 性 质 所 允许 的 范围 那么 小 ， 
为 了 精确 地 表述 这 个 结果 ,必须 引进 集 型 的 凸 包 这 个 概念 ， 
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其 记号 为 conv MRL, conv M 就 是 包含 M 的 最 小 凸 集 ; 换 
名 话说, conv M 就 是 包含 MAU. 在 有 限 维 欧 几 里 
得 空间 中 , 紧 集 的 凸 包 是 闭 的 ,这 是 一 个 非 不 足 道 的 事实 。 对 平面 
说 , 这 个 事实 的 最 有 用 的 表述 可 能 是 如 下 的 ; 紧 集 的 凸 包 是 包含 它 
的 一 切 闭 半 平 面 的 交 。Valentine[196 和 是 讨论 所 有 这 些 问 题 的 
一 个 有 用 的 参考 文献 ， 

ABH ORCA TAD. Mihi ae 
讨论 起 来 则 简单 得 多 ; 凸 集 的 闭 包 是 凸 集 , 这 命题 是 真 的 而 且 容 易 
证 明 . 

问题 171. 正规 算 子 的 数值 值 域 的 闭 包 是 它 的 谱 的 凸 包 。 

作为 一 个 应 用 , 试 考虑 矩阵 


0 0A 
Loo], 
0 1 0 


其 中 | ~1， 由 于 这 是 个 酉 矩阵 , 因而 是 正规 的 ,刚才 证 明 的 结果 
理 涵 它 的 数值 值 域 是 它 的 特征 值 的 凸 包 . 这 些 特征 值 容易 算出 ( 它 
们 是 》 的 诸 立方 根 ), 这 就 证 明了 (问题 166 的 讨论 过 程 中 作 的 ) 断 
语 , 这 个 特殊 矩阵 的 数值 值 域 是 以 A 的 诸 立 方 根 为 顶点 的 三 角形 , 
上 面 那个 一 般 结 果 包 含 了 以 下 的 特殊 断 语 ， 即 每 一 个 有 限 对 
角 和 矩阵 的 数值 值 域 是 它 的 对 角 线 元 素 的 凸 包 。 这 个 特殊 断 语 有 一 
个 与 上 述 不 同 的 推广 ， 即 直接 和 的 数值 值 域 是 其 详 加 项 的 数值 什 
域 的 凸 包 ， 这 个 推广 的 证 明 是 直 捷 的 ， 作 为 一 例 , 试 考虑 
Go) 和 (D 
的 直接 和 ,由 此 可 重 获 (在 问题 166 讨论 过 程 中 所 作 ) 关 于 


0 0 0 
1 0 0 
0 0 1 


的 数值 值 域 是 一 圆 项 锥 形 的 断 语 . 
172. 次 正规 性 与 数值 值 域 ， 


90 f] xa 

问题 172. to Pie A171 的 假设 条 件 中 的 “正规 ” 搁 成 “次 
正规 ,其 结论 是 否 仍 是 真 的 ? 

173. 数值 半径 。 数 值 值 域 , RAH, 使 每 一 算 子 对 应 着 
一 个 集 ; 它 是 一 个 算 子 的 集 函 数 ， 有 一 个 与 之 密切 关联 着 的 数值 
函数 uw 称 为 数值 半径 ,由 下 式 定义 : 

w(A) =sup{|{a|:~EW(A)}, 

(参看 问题 ?4 中 谱 半 径 的 定义 )。 数 值 半 径 的 性 质 有 些 是 肤浅 的 ， 
其 他 则 十 分 深刻 . 

Sik w 是 一 个 范 数 ， 就 是 说 : w(A)S0, B w(4) 一 0 当 且 只 
当 4 一 0， 对 每 一 数量 < 有 wlad) 一 |al ewl), 且 w(4+B) < 
2 (4) +Tw(B)， 这 个 范 数 等 价 于 通常 的 范 数 , 意 即 ,各 范 数 均 以 另 
一 范 数 的 一 个 常数 倍 为 界 : 


二 14l<w(4)<14] 


(参看 Halnos[1951, p. 33]), 范 数 岂 有 其 它 许多 令 人 慑 意 的 性 
质 ; Blin, w (4°) = wA), wA = jA, Hw RAPER, 其 意 
即 当 U 是 西 算 子 时 恒 有 ww(0*A4D) =w(A), 

HT ACA) WA) (问题 169)， 在 谱 半径 和 数值 半径 之 间 
有 一 个 浅 易 的 不 等 式 : 


r(A)<w(A), 

WHEE EXE, HOARE ATM PERMA RA 
等 式 的 关系 不 可 能 是 真 的 ， 

问题 1738.，(a) 如 果 wA—A)<1, 则 A Të; Oig w(A) 
一 上 41, 则 (4 =la]. 

174. 正规 型 、 凸 型 以 及 说 型 算 子 ,如果 4 是 正规 的 , 则 ww(4) 
=| Al, Wintner 把 满足 wA 一 141 的 算 子 4 叫做 正规 型 的 . 
正规 算 子 4 另 有 一 个 有 用 (但 没有 和 名称) WER, MV (ADE 
(4) 的 凸 包 (问题 171)， 为 了 使 具有 这 个 性 质 的 (不 一 定 是 正规 
的 ) 算 子 有 一 个 暂时 的 标签 ,我 们 称 它们 为 凸 型 算 子 ,正规 算 子 还 
有 另 一 个 (无 名 的 ) 性 质 ,就 是 7+(4) 一 w(4); 称 具有 这 个 任 质 的 算 
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子 为 谱 型 算 子 ， 问题 173 有 一 个 推论 ， 即 每 一 个 正规 型 算 子 是 谱 
型 的 ,每 一 个 凸 型 算 子 是 谱 型 的 , 这 也 是 真 的 ， 的 确 , 由 于 圆心 在 
0， 半 径 为 Cd) 的 闭 圆 域 包含 着 A4(4) 且 是 凸 的 ,得 知 如 时 4 是 
DAW, 则 该 圆 域 包含 着 WA. 这 蕴涵 w(A)<r(A4), 从 而 4 
是 诺 型 的 ， 

问题 1274， 讨论 三 型 与 正规 型 两 性 质 的 芍 涵 关系 . 

175. 数值 值 域 的 连续 性 .数值 信 域 在 什么 意义 下 是 其 变 元 
的 连续 函数 (参看 问题 85 和 86)? 要 把 问题 准确 地 提出 来 , 最 好 是 
利用 平面 的 紧 子 集 的 Hausdorff 度量 ， 为 了 定义 该 度量 , 对 每 一 
复数 的 集 M 和 每 一 正 数 8, 记 

M+(e)={2+a.tE M, lal <2}, 


使 用 了 这 个 记号 ， 就 可 以 说 ， 如 果 下 和 交 是 紧 集 ， 它 们 间 的 
Hausdorff 距离 d(M, N) REE MCN+ (8) NCM + (e) 
成 立 的 正 数 s 全 体 的 下 确 界 ， 

由 于 了 ausdor 作 度量 是 对 紧 集 定义 的 ， 要 讨论 的 适当 的 函数 
EW, KEW, WHALE, 算 子 有 多 少 种 拓扑 , 就 还 有 多 
少 种 解释 . W 是 弱 连 续 的 ? 强 连 续 的 ? 一 致 连续 的 ? 关于 ww 又 怎样 ? 
唯一 立即 可 以 明显 地 看 出 的 结果 是 ,如 果 开关 于 任何 拓扑 是 连续 
的 , 则 刀 也 是 如 此 , 从 而 如 果 色 是 不 连续 的 , 则 W 也 是 ， 

RL. 在 弱 、 强 和 一 致 算 子 拓扑 中 ， 讨 论 厂 wes 
性 。 . 
176. 寡 不 等 式 ， 数值 值 域 和 数值 半径 的 好 的 性 质 必须 与 昌 
性 和 线 人 狂 有 关 ， 数 值 值 域 与 算 子 的 乘法 性 质 的 关系 则 是 比较 不 顺 
利 的 ， 例 如 ,w 肯定 不 是 乘法 的 , 即 w(4B) 不 恒 等 于 w(4) -w(B) 
(以 可 交换 正规 算 子 为 例 ; 如 果 


A 1 0 B= 0 0 

(0 0) ® F(a 3) 

则 wCA) = wB) =1 it w(AB) =0), WP wit, 其 次 一 个 可 能 有 
的 最 好 的 性 质 是 次 可 乘 的 (04B) Sew (A) w(B)), 但 这 也 不 成 立 . 


92 (ci a 


0 0 Oo 1 
例 , 如 果 4-(1 a) H 5-(。 中 


Modul) =k, Hi w(AB) 一 1， 由 于 w(4B)<14B| < 


[All| Bl, 得 知 对 正规 算 子 说 ,w 是 次 可 乘 的 (因为 如 果 A, BEE 
MAF, WiAl-w(4)HiBl=(B)), tix — mH AT ut, 
w(AB) < 4w(4)w(B) (AA |A| <20(4) A Bi <20(B)), EW 
HARR w RFE AR BA AE BP Be 4 ee E ER 
T. 

可 交换 性 有 时 是 有 助 益 的 ， 但 在 这 里 却 不 然 . E w(AB)> 
ww(4)w(B) 成 立 的 可 交换 算 子 4 和 B 的 例子 稍 难 找到 , 但 它们 
的 确 存 在 。 下 面 是 一 例 : 


coco = © 
or a 二 
= ooÞo o 
oo c o 


而 B-A, 容易 看 到 w(A?) 一 w(49 =, w(4) 的 值 稍 难 计算 ， 
但 不 需要 算 它 ; 近 于 显然 的 关系 w(A) <1 BET. MP: w(4B) 
—w( A?) = >w(A) p= (A)w(B), 


ME TE BOA SERRA RFE EE RS A 
w(A")< (w(A))", 

AE IK, (AE SESS MAHL. BD ER) REEM, 也 不 能 
通过 简单 的 计算 来 得 到 这 结果 ， 如 果 着 眼 点 不 是 维 数 而 是 指数 ， 
Fm n=2, 则 存在 着 相对 地 简单 的 证 明 ， 但 即使 这 样 的 证 明 也 要 
求 惊 人 地 精致 地 掌握 ， 一 般 的 情形 则 更 要 求 干劲 或 是 创造 性 ， 

问题 176.， 如 果 4 是 一 个 使 得 w(AK1i HEF, Wat & 一 
修正 整数 n, 有 wlA") <1, 

这 个 陈述 显然 是 短 不 等 式 的 一 个 推论 。， 为 了 证 明 它 也 蕴涵 徊 
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不 等 式 ， 试 如 下 推理 ， 如 果 w(A) =0 则 A=0, 而 一 切 是 不 足 道 
的 .如果 w(A) 40, iid B=A/w(A), 注意 w(B)<1, 使 用 问题 
176 的 陈述 推出 w CB") <1, 即 得 w(A") <(w(A))* 的 结论 ， 

己 知 该 定理 的 若干 推广 ， 这 里 有 一 个 漂亮 的 : MR 是 一 个 
多 项 式 , 它 使 得 pO) =0 且 当 |z| < 时 , 恒 有 |p(z)|<1, RHA 
是 使 w(4) <i 的 一 个 算 子 , 则 wp(4)) 志 1， 加 上 一 点 细心 的 处 
理 , 多项式 可 以 换 成 解析 函数 , 而 且 加 上 大 量 的 细心 处 理 , 单位 贺 
域 ( 由 于 着 重 于 不 等 式 |z| 专 1 而 进入 问题 ) 也 可 以 换 成 其 它 紧 册 
集 . 

考 不 等 式 的 第 一 个 证 明 属 于 O. A. Berger， 沿 着 前 段 所 举 的 
方向 的 第 一 个 推广 由 J. G. Stampfli $h. 用 十 分 一 般 的 形式 首 
先 发 表 的 说 法 由 玉 ato[1965] 给 出 ， 活 着 完全 不 同方 向 的 另 一 个 
有 趣 的 推广 见于 Nazy-Foiay [1966], 
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177. BRK. RR H 是 希 耳 伯 特 空间 K 的 一 个 子 空 间 ， 

并 令 PERAK DH LHP. K 上 的 每 一 算 子 了 
依 下 述 的 自然 方式 诱导 一 个 瑟 上 的 算 子 4, 即 对 PBK 
ia f, A 定义 如 

Af=PBf, 
4 与 召 间 的 关系 也 可 以 由 

AP =PBP l 
表示 出 来 。 在 这 条 件 下 , A BAH ERER BRA 
到 K LEMAR. 压缩 与 膨胀 的 这 个 几何 的 定义 可 以 与 惯 
常 的 限制 与 扩张 的 概念 相 比 较 , 如 果 磁 到 再 是 在 B 下 不 变 的 , 便 
不 必要 把 Bf 再 经 过 投影 回 到 H 上 ( 它 已 经 在 那里 了 ), 在 这 种 
fier, ARE BE H LYRE, m B 则 是 AIK 上 去 的 一 
个 扩张 ， 限 制 -扩张 是 压缩 -膨胀 的 一 种 特例 ， 即 在 大 空间 上 的 算 
FERT, 小 空间 保持 不 变 时 的 特例 ， 


94 问 a 


引导 到 压缩 与 膨胀 的 道路 , 既 有 几何 的 道路 又 有 代数 的 道路 . 
代数 的 道路 中 有 一 条 是 通过 二 次 型 的 ， 可 以 考虑 伴随 着 BB 的 二 
次 型 , 并 且 可 以 只 联系 H 中 的 矢量 来 考虑 它 ( 即 把 它 限制 到 豆 
E). 这 个 限制 是 再 上 的 一 个 二 次 型 ， 因而 一 定 是 由 瑟 上 的 一 
个 算 子 诱导 的 ， 这 个 算 子 就 是 压缩 A 或 换 甸 话说 ， 算 子 的 压缩 
与 膨胀 不 但 与 限制 与 扩张 类 似 ( 且 是 它们 前 推广 ), 而 且 , 以 二 次 型 
为 构架 , 它们 就 是 限制 与 扩张 : 4 WOKE Bo Kae Hb 
的 限制 ,而 B 的 二 次 型 是 4 的 二 次 型 到 及 上 去 的 一 个 扩张 . 

在 希 耳 伯 特 空间 理论 中 , 压缩 与 膨胀 有 另 一 个 表现 形式 , BE 
与 算 子 矩 阵 联 系 着 的 。 如 果 把 K 分 解 成 HA HAE 上 的 
FP AY HA A eo CAR H M H 上 的 算 子 以 
RAM 再: 之 间 的 线性 变换 )， 则 8B 是 4 的 膨胀 的 充 要 条 件 是 
B 的 矩阵 具有 下 形 

A X 
(r 2): 


(IM 177. (a)4oR|Al<1, 9 AH-ABBHR, (b) 如 果 
OSASI, 则 A 有 一 个 膨胀 是 投影 算 子 ， 

注意 在 这 两 种 情形 下 , 题 设 都 明显 地 是 必要 条 件 . mE 4 有 
一 个 膨胀 B 是 压缩 算 子 [ 注 ] ， MlASl=|PBS|<|Bs|<| fi 
H 中 一 切 f 成 立 ， 又 如 果 4 有 一 个 正 的 膨胀 B， 则 (4f, f)= 
(Bf, f)>0 对 H 中 一 切 了 成 立 ， 

系 . 每 一 个 算 子 有 一 个 正规 膨胀 ， 

178. 西 圭 膨胀 ， 看 来 最 不 象 西 算 子 的 压缩 算 子 是 0, 但 即使 
它 也 有 一 个 酉 及 胀 ， 按 照 解 177 的 构造 法 把 它 展示 出 来 , 就 是 

0 1 
(1 o) 

这 个 构造 法 在 某 种 意义 下 是 标准 的 ， 但 它 并 没有 许多 有 用 的 代数 
性 质 . 例如 , 膨胀 的 平方 是 平方 的 膨胀 就 不 一 定 成 立 ; 的 确 0 的 上 


[ 注 1 ERF (contraction) ts Efi (compression) 意义 完全 不 同 , 请 注意 。 这 
两 译名 易 致 混 清 , 但 已 经 通行 ,只 好 沿用 之 。 一 一 译 者 注 
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(o 1 


这 不 是 0 HEARKE 0 ARAARA EA eE E 


KERE: A, 
001 
: 0 | 
01 0 


是 一 例 ， 这 个 膨胀 的 平方 是 


列 的 膨胀 的 平方 是 


它 是 0 的 平方 的 一 个 膨胀 。 可 是 不 学 的 是 , BIKA 
的 ; 它 的 立方 是 


0 
工 
0 
这 不 是 0 的 立方 的 一 个 膨胀 ， 立 方 的 缺陷 可 以 借助 过 滤 到 
0 0 
0 
0 1 
0 - 
而 得 到 补救 , 但 四 次 宕 又 失败 了 .归纳 法 的 奢望 没有 止境 ; 它 明显 
地 提出 一 个 最 后 要 求 , 就 是 要 得 到 0 的 一 个 西 膨胀 , 它 具有 性 质 ， 
它 的 一 切 寒 都 是 0 KOMIK, 用 年 阵 的 语言 说 , 即 要 求 具 有 下 述 性 
质 的 本 矩阵 ,就 是 说 , 它 有 一 个 对 角 ( 线 上 的 ) 元 素 是 0， 而 且 它 的 
一 切 等 的 对 应 元 素 也 是 0。 就 上 述 有 限 的 例子 粗略 地 思考 一 下 ， 
或 单纯 会 灵 感 以 猜测 ， 可 能 就 会 提出 答案 来 ; 双 侧 移 位 是 可 用 的 ， 
O, O 的 元 素 作为 上 述 特定 的 元 素 (注意 : MING RRB). 
上 面 的 各 种 考虑 提出 一 个 一 般 的 定义 : AE B 叫做 算 子 AR 


© 
pa 
© 
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膨胀 (有 时 叫做 强 联 胀 )， 如 果 对 n=l, 2, 8, +, BY 都 是 4* 的 一 
AG AK. 

M8. ASR RRS A-HS GRR, 

WEN ARERO BIKE DAH, 它们 至 少 都 有 一 个 有 用 
的 代数 人 性质， 如 果 B 是 4 IK, WB BA HB. 通过 二 
次 型 的 证 明 是 最 快 的 ， 如 果 对 4 的 定义 域 中 的 每 一 个 了 有 (4 
了 ) 一 (BF, H, WAN S, F, AHS ANHGAS, D= 
(BS, 有 "一 (f,B 记 一 (B*f, 甩 ， 这 断 语 有 一 个 推论 是 ,如果 B 
是 4 RREI, M B* 是 A ERB IK, 

Fe Ke Be rh Nazy[19531 证 明 。 此 后 该 课题 受到 大 量 
注意 ; 在 Nazy[1955] 和 Milak[1965] 中 对 所 得 结果 有 很 好 总结. 
这 个 理论 中 讨论 极 小 西 宪 膨 胀 的 部 分 特别 有 趣 ， 极 小 西 短 膨胀 的 
定义 与 极 小 正规 扩张 的 定义 (问题 155) 相似 ， 它 们 也 被 给 定 的 算 
子 (在 西 等 价 范围 内 ) 唯 一 地 确定 。 奇特 的 事实 是 ， 算 子 的 极 小 丁 
宕 膨胀 的 知识 并 不 如 我 们 所 狠 稍 的 那么 有 助 益 . 8ehreiber[1956] 
证 明 可 分 希 耳 伯 特 空间 上 的 一 切 真 压缩 算 子 (参看 问题 122) 有 同 
一 极 小 西 窗 膨 胀 ， 一 个 双 侧 移 位 ; Nazy [1957] 把 这 个 结果 推广 到 
不 可 分 空间 ， 

479， 遍 历 定理 ,如果 汉 是 一 个 模 为 工 的 复数 , 则 平均 值 
构成 一 个 收敛 序列 ， 这 是 经 典 分 析 的 一 项 有 趣 而 简单 的 结果 , 其 
各 种 推广 有 广泛 的 应 用 . 为 了 证 明 该 陈述 , ROWS Bul 和 
UAL 的 和 情形， 如 果 %=1， 则 各 平均 值 都 等 于 14, 而 极限 是 1。 如 
uz, 则 

AN 
M g=0 
而 极限 是 0. 

前 段 结 果 可 以 (从 数 ) 推 广 到 算 子 去 ， 其 中 最 近 情 近 理 的 推广 

以 西 算 子 的 平均 遍历 定理 闻名 ; 它 断 言 如 果品 是 希 耳 伯 特 空间 上 


Í —u" | 


< 2 
nd—w , ~nfi—ul” 
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的 西 算 子 , 则 平均 ( 算 子 ) 
1 所 一 是 


2U’ 


% j=0 


构成 一 个 强 收敛 序列 。， 要 使 遍历 定理 的 内 容 提 供 更 多 信息 ,大概 
总 要 进一步 描述 极限 ; 事实 上 , 这 极限 是 一 个 投影 , RES E 
{Uf =f}, WU 的 不 动 点 全 体形 成 的 子 空间 ， 

类 似 的 遍历 定理 不 但 对 于 西 算 子 为 真 而 且 对 一 切 压缩 算 子 为 
FL, 这 是 一 个 比较 不 明显 的 结果 ， 

问题 179. 如果 4 是 布丁 伯 特 空间 H 上 的 压缩 算 子 , 则 


是 H 上 的 一 个 强 收 合算 子 序 列 ， 
180. 谱 集 ， 如 果 RELTRM 上 的 有 界 复 值 函数 , 记 
|F |u=supi| F A) |: AEM}, 

如 果 4 是 一 个 具有 谱 的 正规 算 子 ， MPR A4 上 的 有 界 波 雷 
耳 可 测 函 数 , 则 | 和 CA)1<1F1ia.。 (等 号 一 般 不 一 定 成 立 ; 了 可 能 
取 一 些 大 的 值 ， 这 些 值 不 会 对 (4) 发 生 测 度 论 上 可 察觉 的 影 
响 )， 这 个 不 等 式 怎 么 能 够 推广 到 非 正 规 算 子 去 不 是 显然 的 . F 
在 着 两 个 障碍 ; B, F (ORAE, 而 且 在 它 有 意义 的 时 候 , 结 
果 可 能 是 小 误 的 。 有 一 个 绕 避 这 两 个 障碍 的 容易 方法 . 只 考察 使 
得 (4) 的 确 有 意义 的 那些 函数 F, FEER A ASRS 
式 成 立 的 那些 集 。 以 这 些 特殊 的 考虑 为 基础 ， 可 以 建立 起 一 个 有 
生命 力 的 理论 . 

如 果 考 虚 的 函数 只 是 多 项 式 , 则 它们 可 作用 于 任 一 算 子 ， 可 
是 ， 如 果 算 子 的 谱 太 小 ， 范 数 间 的 不 等 式 将 不 成 立 。 例 如 A BW 
HERS I p@=2, Wh) =l4l 而 iplacw 一 0; 只 当 A=0 
It, ASK pA)! <|pllacy 成 立 。 最 早期 的 肯定 性 的 结果 以 
von Neumann-Heinz 定理 轩 名 ， 该 结果 至 今 是 这 些 方 向 的 最 锋 
锐 且 最 能 增进 知识 的 陈述 (参考 文献 ， von Neumann [1951], 
Heinz[1952]). 


88 间 是 

问题 180. to FASL, l DARGAR, maA 

7 Xp, A 
Ip(A) |< iplo. 

本 定理 所 属 的 总 题材 称 为 谱 集 理论 ， 该 理论 所 研究 的 是 有 理 
函数 而 不 仅 基 多项式， 粗略 地 说 , 一 个 算 子 的 谱 集 就 是 一 个 数 集 ， 
相应 的 上 述 范 数 不 等 式 对 于 该 集 上 一 切 有 理 函 数 都 能 成 立 。 精 确 
地 说 ,4 的 谱 集 就 是 一 集 型 ， 它 使 得 ACA)CM HAMAR F 
EM 上 的 一 个 有 界 有 理 函 数 〈 就 是 在 M 的 闭 包 上 没有 极点 的 有 
HH PH), WPCA) | SP a (注意 关于 可 介 许 的 FP 的 极点 的 条 件 
蕴涵 (A) 对 各 个 这 样 的 RAM). SEM, MRS R RE 
义 中 要 求 该 集 是 闭 , 或 其 至 是 紧 的 ,不 致使 本 理论 的 普遍 性 减弱 ， 
而 且 遂 常 就 是 这 样 要 求 的 ， 仅 要 求 范 数 不 等 式 对 多 项 式 成 立 则 却 
的 确 使 定义 发 生 重 要 的 改变 。 但 是 用 一 个 颇 为 深奥 的 复 变 函 数论 
的 论证 (参看 Lebow[1963}) 可 以 证 明 ， 如 果 问 题 中 的 数 集 足 够 简 
单 则 多 项 式 定 义 与 有 理 函 数 定义 是 相同 的 ,〈 对 此 目的 说 , 如 果 一 
集 是 紧 的 且 其 余 集 是 连通 的 , 它 便 是 足够 简单 的 . ) 考虑 到 最 后 这 
个 评注 , von Neumann—Heinz 定理 时 常 叙 述 如 下 : PB A 
每 一 个 压缩 算 子 说 都 是 一 个 谱 

181. 正定 序列 的 膨胀 ， 西 蜂 膨胀 的 定理 ( 癌 题 178) 说 明 某 
些 算 子 序列 可 以 通过 压缩 一 个 丁 算 子 的 尘 序 列 而 得 到 ， 更 精确 地 
说 ,如 果 4 是 瓦工 的 一 个 压缩 算 子 , 且 44 一 4" 当 n>, 而 4 一 
A" 当 %<0， 则 在 包含 着 H 的 一 个 空间 上 ， 存 在 一 个 西 算 子 UV,， 
使 得 U" 到 A 上 上 的 压缩 便 是 4。 m= 0, +1, 42, …。 其 他 的 什 
么 序列 {An} 也 能 用 这 样 的 方法 得 到 ? 这 样 的 序列 有 否 一 个 有 用 
的 内 在 特征 ? 这 些 问 题 的 答案 可 以 利用 算 子 的 正定 序列 而 得 到 最 
好 的 表述 . 西 算 子 的 朝 的 序列 可 以 证 明 是 (在 强 的 意义 下 ) 正 定 的 ; 
正定 序列 的 压缩 本 身 是 正定 的 ,而且 对 适当 规范 化 了 的 序列 说 , TE 
定性 事实 上 也 是 具有 正定 本 膨胀 的 充 要 条 件 ， 详 细 的 说 明和 定义 
UF: 

序列 {Ay n=O, +1, +2, --} 是 正定 的 , 如 果 对 每 一 个 有 限 
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ERRUR EEI I fnt 有 
BA fi fò =0, 
一 个 通过 极 化 的 标准 的 初等 论证 证 明正 定 序列 必 是 自 伴 对 称 的 ， 
意 即 ,对 一 切 % 有 A= An, 
如 果 A =U" 而 U EBAT, A 
Asif, 1D)= Uf, f= U feo U' fi, 

因此 


= (Ais fe, fi) 一 之 > fi, U' fp = | 之 Ut fi |? 0; 


U 的 短 的 序列 是 正定 的 ， 

现在 假设 UV 是 及 上 的 西 算 子 ,HH 是 K 的 一 个 子 空间 , HP 
EK KE 到 五 的 投影 。 如 果 对 H 中 的 每 一 个 上 有 Aaf = PL f 
《 即 如 果 A, 是 U" 到 H EWER), 又 {fs} 是 H 中 的 有 限 非 零 
的 矢量 序列 , 则 

(ALi fi, f= (PUT fi, f= OUT Fy, fds 

由 此 得 知 {An} 是 正定 的 ， 序列 {An} 也 是 规范 化 ( 意 措 do=1) T 
的 ; Ao=1 的 理由 是 U=, 

前 段 已 经 介绍 了 正定 性 并 且 证 明了 它 是 具有 西 膨胀 的 必要 条 
件 ( 所 谓 一 个 序列 的 本 膨胀， 洪 意义 如 同上 文 , 是 指 该 序列 的 每 一 
项 是 一 个 固定 的 酉 算 子 的 对 应 的 其 的 压缩 )。 现在 的 主要 任务 是 
去 证 明 该 条 件 也 是 充分 的 (参考 文献 : Nazy[1955]). 

问题 181. 如 果 {4 是 项 耳 伯 特 空间 HLH ee HF FR 
列 , Ao 一 1, 则 存在 一 个 包 爹 着 H 的 项 耳 伯 特 空间 上 的 西 算 子 U0, 
使 得 Ur 到 再 上 的 压缩 是 An, 

即使 给 定 的 希 母 伯 特 空 s 间 是 一 维 的 ， 这 个 问题 也 不 是 不 足 道 
的 . 在 这 情形 下 它 说 的 是 , 如果 {cow} 是 一 个 正定 的 复数 序列 , oo 一 
1, 则 存在 一 个 希 耳 伯 特 空间 K, FEK 中 的 一 个 单位 矢量 f, 而 
且 存 在 一 个 K 上 的 西 算 子 U 使 得 对 每 一 个 整数 n 有 a= (Uf, 
D. 如 果 用 某 一 个 Du) 上 的 乘 子 9g 诱导 的 乘法 来 表示 0， 上面 


的 结果 就 是 一 |p"|f|*dp。 通过 一 个 标准 的 变 元 变换 法 ,这 可 


100 HO 
以 改 述 如 下 ， 窜 在 一 个 定义 于 单位 国 上 的 诸 波 震 耳 集 上 的 规范 化 
了 的 测度 ”使 得 对 一 切 nn 有 om 一 人 和 "CD、 在 这 个 形式 下 , 本 


陈述 有 时 叫做 Herglotz 的 定理 ; 它 已 被 广泛 地 推广 于 整数 加 群 以 
外 的 群 ， 从 膨胀 理论 和 谐 理论 引导 出 Herglotz 的 定理 可 能 不 是 
得 到 该 定理 的 最 省 力 的 方法 , 但 它 确 是 (得 到 它 的 ) 一 个 方法 ， 无 
论 如 何 ， 能 够 从 而 认识 到 希 耳 伯 特 空间 理论 与 经 典 的 分 析 学 间 的 
又 一 个 联系 是 有 好 处 的 ， 
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182. AF. 著名 的 Heisenberg 测 不 准 原理 的 一 个 数学 
表述 方式 是 ， 某 一 对 线性 变换 了 和 Q 经 过 适当 的 规范 化 后 适合 
方程 PQ 一 QP=14， 构 成 这 种 性 质 的 一 个 具体 例子 是 容易 的 , 试 考 
E L (o, co) 3S P Al Q 分 别 表示 微分 变换 和 位 置 变换 ( 即 
(Pf) (2) =F), M a) = 二 wf (w))， 它们 自然 不 是 有 界 的 , 它 
们 的 定义 域 远 不 是 整个 空间 ， 而 且 在 其 它 许多 方面 有 不 正常 的 性 
J, 能 够 消除 去 这 些 不 正常 性 质 吗 ? 

为 了 精确 地 叙述 这 个 问题 ,我 们 给 出 换 位 子 的 定义 ,定义 它 为 
一 个 形 如 PQ 一 QP HAT, REH P 和 Q 是 一 个 希 耳 伯 特 空间 
上 的 算 子 ,在 文献 中 可 以 找到 这 个 词 的 更 广泛 的 使 用 (例如 , 巴 拿 
哈 空 间 上 的 换 位 子 ), 它们 中 绝 大 多 数 与 我 们 现在 所 给 的 定义 没有 
抵触 我 们 所 想 要 排除 的 主要 是 无 界 情形 ，。 前 段 的 问题 可 以 这 样 
地 叙述 工 是 一 个 换 位 子 吗 ? ”答案 是 “和 否 ”. 

问题 182. 等 于 信和 来 的 摘 位 子 只 能 是 0. 

有 限 维 的 情形 易于 解决 。 理 由 是 这 时 有 迹 的 概念 可 以 利用 ， 
迹 是 线性 的 , 而 且 两 因子 的 乘积 的 迹 不 依赖 于 因子 的 次 序 , 由 此 得 
知 换 位 子 的 迹 必 是 0; 具有 迹 0 的 倍 乘 算 子 就 是 0 本 身 , 这 证 明了 
那个 否定 陈述 ， 由 此 可 得 到 更 多 结果 : 事实 上 有 限 方 阵 是 一 个 换 
位 子 当 且 只 当 它 的 迹 是 0(Shoda[1986], Albert-Muckenhoupt 
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[1957]), 

关于 一 般 ( 不 一 定 有 限 维 ) 的 情形 , 已 知 有 两 个 优美 的 证 明 , 相 
互 之 间 大 不 相同 ; 它们 属于 Wintner[1947] 和 Wielandt [1949] . 
无 须 作 何 改变 , 它们 都 适用 于 任意 的 具 单 位 元 的 复 赋 范 代数 。 一 
个 赋 范 代数 是 这 样 的 一 个 线性 赋 范 空间 , 它 同时 又 是 使 得 

IFiS ISI ig] 
对 一 切 f 和 g 成 立 的 一 个 代数 ， 赋 范 代 数 的 单位 元 当然 是 一 个 使 
Bef=fe=f 对 一 切 了 成 立 的 元 素 e 习惯 上 还 再 要 求 上 el =1, 
Wintner 和 Wielandt 的 证 明 的 代数 性 质 可 以 利用 来 得 到 关于 换 
位 子 的 更 多 信息 , 如 下 述 . 

恒 等 算 子 是 一 个 投影 ; 它 是 具有 零 秩 0 的 唯一 投影 (请 回忆 一 
个 算 子 的 零 秩 即 其 核 的 维 数 )， 具 有 零 秩 工 的 (无 穷 维 希 耳 伯 特 空 
间 上 的 ) 投 影 怎 么 样 ; 它 有 可 能 是 一 个 换 位 子 吗 ? 赁 直观 , 会 随 声 给 
出 一 个 否定 的 答复 , 而 这 一 次 ,直观 倒是 正确 的 (Halmos[1963a]). 
考虑 算 子 全 体 构 成 的 赋 范 代数 和 它 里 面 的 紧 算 子 理想 ， 商 代数 是 
一 个 赋 范 代数 ， 在 该 代数 中 ， 单 位 元 不 是 换 位 子 〈 据 Wintner 和 
Wielandi); 经 过 翻译 回 到 算 子 代数 来 , 这 就 意味 着 恒 等 算 子 不 能 
等 于 一 个 换 位 子 和 一 个 紧 算 子 的 和 ， 由 于 零 秩 1 的 投影 是 这 样 的 
和 [ 注 ] 的 一 个 很 特殊 的 例子 , 证 明 已 告 完 成 。 下 列 命题 总 结 了 这 
个 证 明 所 证 明 的 结果 ， 

系 。 紧 算 子 与 非 零 信 来 算 子 的 和 不 是 撞 位 子 ，。 

这 个 系 给 出 了 一 个 算 子 不 是 换 位 子 的 一 个 充分 条 件 ; 在 这 个 
课题 中 最 令 人 惊讶 的 事实 就 是 在 可 分 空间 上 这 条 件 也 是 必要 的 
(Brown~Pearcy[1965])。 换 句 话 说 ,在 可 分 空间 上 每 一 个 不 是 非 
零 倍 乘 与 紧 算 子 的 和 的 算 子 一 定 是 一 个 换 位 子 。 证 明 不 是 简短 
的 . 

183. 换 位 子 的 极限 ， 已 知 恒 等 算 子 不 是 一 个 换 位 子 , 但 它 至 
少 是 一 个 换 位 子 的 极限 吗 * 换 句 话说 ,是 否 存在 着 算 子 序列 {Ps} 


[ 注 ] ”原文 如 此 ,但 从 上 下 文 看 “这 样 的 和 "应 改 为 “ 恒 等 算 子 和 一 个 紧 算 子 的 和 ” 
才 有 意义 。 一 一 译 者 注 l 
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和 {Qn} WEI H n 00 时 人 一 (P,Q. 一 QsP)| > Or 换 位 子 的 
Brown-Pearcy 特征 (参看 问题 182) 蕴涵 答案 是 “对 "(也 参看 问题 
187)， 较 弱 的 结果 是 较 易 得 到 的 ， 

问题 188. 如 果 {了 Ps} 和 {Qs} 是 算 子 的 有 界 序列 CFF, 40 RB 
Erta t n A Pala lQ Sa, Rte RF Fl 
{PQn—QuP a} 依 范 数 收效 于 算 子 O, 则 C#1, 

换 句 话说 :人 恒 等 算 子 不 可 能 是 由 有 界 序列 构成 的 换 位 子 的 极 
限 (参考 文献 , Brown—Halmos—Pearcy [1965] ) . 

184. Kieinecke-Shirokov 定理 。 问题 182 的 结果 说 ， 如 
果 C=PQ-eP 而 C 是 一 个 倍 滋 算 子 , WC=0, TER Er 
到 C 是 倍 乘 算 子 的 假定 ?y 检查 一 下 Wiclandt KEM AP A am 
部 分 的 答案 :C 与 卫 可 交换 是 重要 的 ， 具 有 这 类 可 交换 性 的 换 位 
子 受到 了 一 些 注意 ; 原始 问题 (PQ 一 RP=1?) 就 适 于 作为 它们 的 
理论 的 题材 . PQ 一 RP 要 想 成 为 与 卫 可 交换 的 算 子 的 一 种 容易 
的 途径 是 等 于 PL Win, 


P(r ob lo o} 


如 果 遇 到 这 种 情形 , 则 一 个 简易 的 归纳 法 的 论证 证 明 Pr- = 
nP", 而 这 蕴涵 对 每 一 正 整 数 % 有 
n| Pe] <2] Pr] Q. 


由 于 n<2| Qi n RBA RE, 得 知 对 某 一 忆 Pr=0, 即 
P(=PQ—QP) ASH. 

第 一 个 这 一 类 的 一 般 定理 属于 Jacobson[1935], 他 证 明了 ， 
在 适当 的 有 限 性 条 件 下 ,如 果 O=PQ-QP HOR P xh, M 
O 是 短 零 的 ， 这 是 关于 售 乘 算 子 的 结果 的 合理 的 推广 ; FEM 
乘 算 子 毕竟 只 有 0。 在 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 中 ， 那 些 有 限 性 条 件 
AKA HES RL. Kaplansky 推测 ， 如 果 把 丢 零 性 换 成 它 的 恰 
当 的 推广 , WIRE, 则 Jacobson 定理 将 可 推广 于 (一 般 的 ) 算 
子 , 结果 证 明 他 是 正确 的 。EKleinecke[1957] 和 Shirokov[1956] 
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独立 地 发 现 了 该 推广 的 证 明 . 

问题 164. oR PERRET, 如 果 OC 一 PQ 一 QP, 又 如 果 
CHEPTEKR NCAMBEN, 

185. 从 换 位 子 到 恒 等 算 子 的 距离 据 Wintner 和 Wielandt, 
换 位 子 不 能 等 于 1; 据 Brown-Pearey， 换 位 子 能 接近 工 到 任意 程 
度 ， 可 是 ,一 个 换 位 子 通 常 总 有 盼望 与 1 离 得 远 一 些 ， 

问题 185. (a) $ 0 一 PQ 一 QP l P 是 亚 正 规 的 (从 而 , 特 
MX, oR PP 是 一 个 等 距 算 子 , AP ALAH), 则 | 一 0 之 
(b) 如 果 O 与 PT HAM, ti-o, 

如 果 基 础 希 哥 伯 特 空间 是 有 限 维 的 , 则 证 BH i-o 对 一 
切换 位 子 C 成 立 是 线性 代数 中 一 个 容易 的 练习 是 

186. 大 核算 子 ， 就 构造 换 位 子 问 题 而 论 , 以 前 各 问题 的 所 有 
结果 都 是 否定 性 的 . 它们 全 说 的 是 某 种 算 子 不 是 换 位 子 ， 

为 了 得 到 一 个 肯定 性 的 结果 , 假设 H 是 一 个 无 穷 维 希 耳 伯 特 
空间 并 考虑 无 穷 直 接 和 HOHOHO®::-, 这 个 大 空间 上 的 算 
子 可 以 表示 成 以 H 上 的 算 子 为 元 素 的 无 穷 矩 阵 ， 特 别 是 , 如 果 4 
EH 上 任意 的 一 个 算 子 ( 它 甚至 可 能 是 恒 等 算 子 ), WERE 
AO 0 
A 
0 
0 


hy 
ll 
ooo 


0 0 
0 A 
0 0 


定义 一 个 算 子 ; 如 果 


>o o m o 
or o oo 
= >o >o © 
© o oco o 


则 可 以 毫 无 困难 地 验证 


104 间 M 


oo o 
O ooo o 


由 于 HW CISTtRAH BRAD -BKARERAN HE 
AM, NHTHERAW ARRAY ASH) TH, 得 知 每 一 个 形 


如 
4 0 
(o o) 
的 2x2 算 子 矩 阵 是 一 个 换 位 子 (Ealmos[1952b]，[1954]). 
不 用 和 矩阵 而 重新 表述 上 述 结果 是 有 意义 的 ， 把 希 耳 伯 特 空间 
H 的 一 个 子 空间 M 叫做 大 的 ， 如 果 dimM=dimH (这 个 思想 
以 前 已 经 出 现 ， 即 使 这 个 名 称 还 没有 用 过 ; 参看 问题 111)， 使 用 
这 样 的 语言 ， 就 可 以 说 ， 如 果 H EAER, W 瑟 ( 视 为 直接 和 和 
HOH 的 一 个 削减 ) 是 HOW 的 一 个 大 子 空间 . 如果 HOH 
上 的 一 个 算 子 的 年 阵 是 
4 0 
(o o) 


则 该 算 子 有 一 个 大 核 , 而 且 这 个 核 还 约 化 4[ 注 ]. 如 果 , 反 过 来 ,无 
穷 维 希 耳 伯 特 空 间 上 算 子 有 一 个 大 的 约 化 核 ， 则 该 算 子 可 以 用 形 


如 

4 0 

(o o) 
HERKES (把 空间 表示 成 核 及 其 正 交 补 的 直接 和 . 如 时 该 正 
交 补 太 小 , 把 核 的 “一 半 ” 添 加 上 去 以 扩大 它 )。 考 点 到 这 些 评注 ， 
前 段 的 矩阵 的 结果 可 以 如 下 表达 ， 每 一 个 具有 大 的 约 化 核 的 算 子 
是 一 个 换 位 子 。 这 个 结果 还 可 以 改进 (Pearcy[1965]). 


AO 
TE) 此 处 “4" 当 为 “ 算 子 ( 0 0 ) 之 误 。 一 译 者 注 
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问题 186. 每 一 个 具有 大 核 的 算 子 是 一 个 换 位 子 ， 

系 芋 在 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 , 换 位 子 是 强 稠 密 的 ， 

R2 无 穷 维 项 耳 伯 特 空间 上 的 每 一 个 算 子 是 两 个 换 位 子 的 
fo, 

AR 2 指明 在 元 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 全 体 所 构成 的 代数 
土 不 存在 着 类 似 迹 的 东西 。 理由 是 , 堪 称 为 “ 迹 ” 的 线性 泛 函 必须 
在 换 位 子 全 体 的 集 上 取 值 0， 从 而 , 据 系 2, 必 恒 等 于 0. 

187. 直接 和 作为 换 位 于 . 

”问题 187. 如 果 可 分 硕 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 4 不 是 倍 乘 算 
子 , 则 无 穷 直接 和 ADADAD:, A- PREF. 

虽然 这 个 结果 还 远 不 能 作为 换 位 子 的 一 个 完全 的 特征 ， 它 却 
答复 了 关于 它们 ( 换 位 子 ) 的 许多 明显 的 问题 。 例如 ， 作 为 一 个 直 
BWA, 可 以 说 换 位 子 的 谱 是 十 分 随意 的 ; 更 精确 地 说 , 平面 上 每 
一 个 非 空 紧 子 集 (就 是 说 ， 几 是 可 以 作为 谱 的 任意 集 ) 是 某 一 个 换 
位 子 的 谱 。 男 一 个 直接 的 系 是 , 恒 等 算 子 是 换 位 子 的 ( 依 范 数 ) 的 
极限 ; 试 与 问题 183 和 185 比较 ， 

证 明 所 需 的 技巧 含有 证 明 痪 位 子 的 一 般 特 征 (Brown—pearcy 
[1965]) 所 需 的 技巧 的 芽 胚 (固然 是 很 初始 的 芽 胚 ). 

188. 正 的 自 换 位 子 ， 算 子 4 的 自 换 位 子 就 是 算 了 于 4*4 一 
44*， 自 换 位 子 的 理论 是 有 趣 的 ， 已 知 有 限 方 阵 是 一 个 自 换 位 子 
当 且 只 当 它 是 自 伴 ( 厄 尔 米 特 ) 的 且 有 迹 0(Thompson[1958]). 一 
种 明 最 的 与 自 换 位 子 有 关联 的 算 子 就 是 亚 正 规 算 子 ， 4 是 亚 正规 
的 充 要 条 件 是 4 的 自 换 位 子 是 正 的 ， 自 换 位 子 可 以 是 非 平 几 地 
EH, 这 是 个 较 罕见 的 现象 (顺便 说 , 它 是 严格 无 穷 维 的 现象 )， 很 
自然 地 会 问 ， 自 换 位 子 可 能 (有 ) 多 ( 少 是 ) 正 (的 ), 而 答案 是 “不 很 
(BE) IED”. 

问题 188. 正 的 自 换 位 子 必 不 可 过， 

人 参考 文献 ; Patnamf1951aj 

189. 投影 作为 自 换 位 子 . 如 果 一 个 自 换 位 子 0= 4"4 一 44* 
是 正 的 , 则 据 问题 188, 0 是 不 可 逆 的 . O 变 成 为 不 可 道 的 最 容易 
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的 途径 是 有 一 个 非 平 凡 核 。 在 有 非 平 凡 核 的 正 算 子 中 , 最 习 见 的 
是 投影 ，C 能 是 一 个 投影 吗 ? 如 果 能 , 怎样 才 是 ? 

C 要 成 为 投影 的 最 显然 的 途径 是 4 是 正规 的 ; 这 时 C=0. 其 
ERE, 不 管 它们 是 怎样 的 途径 , 总 可 以 和 (与 ) 正 规 算 子 (构成 直 
接 和 ) 结 合 起 来 以 得 到 另 一 途径 ,但 这 样 做 只 有 不 足 道 的 差异 ， 这 
里 令 人 感 兴 趣 的 是 涉及 可 以 叫做 完全 非 正 规 的 算 子 的 问题 ， 这 类 
算 子 就 是 没有 上 述 正规 直 和 加 项 的 算 子 ， 换 一 种 讲法 , 4 是 完全 
非 正 规 的 , 如 果 和 4 一 44" 的 核 的 非 零 子 空间 都 不 约 化 A, 

不 难 构 成 完全 非 正规 算 子 的 例子 ,使 其 自 换 位 是 一 个 投影 , 从 
任 一 非 正 规 的 等 距 算 子 都 可 得 到 这 类 例子 ,如果 4 是 一 个 非 正 
规 的 等 距 算 子 ( 即 一 个 重 数 非 0 的 单 侧 移 位 和 一 个 酉 算 子 的 直接 
和 一 一 参看 问题 118), WIAl=1 且 C=4 4 一 44 "一 1 一 44 是 
HA 的 核 上 的 投影 。 有趣 的 是 , 在 如 上 范 数 条 件 (| .41 =D is, 
是 梅 成 这 类 例子 的 唯一 途径 . 

问题 189. (a) 4 是 一 个 完 会 非 正 规 算 子 , RAER i, 
并 使 得 4"*4 一 44* 是 一 个 投影 , 则 和 4 是 一 个 等 距 算 子 。 bie 
不 假定 范 数 条 件 , 这 陈述 还 是 真 的 吗 ? 

190. 乘法 换 位 子 ，“' 护 位 子 ” 一 词 出 现 于 两 种 不 同 的 数学 内 
容 中 , 在 环 论 中 它 指 的 是 PQ 一 RP( 加 法 换 位 子 ); 在 群 论 中 它 指 
的 是 POP CO 'RRRED). 关于 迹 与 行列 式 , 以 及 更 一 般 地 
关于 对 数 与 指数 的 关系 ,进行 一 些 审慎 合理 的 猜测 , 很 可 能 引导 到 
关于 加 法 换 位 子 的 结果 在 乘法 方面 的 类 比 的 表述 。 有 一 些 这 样 的 
类 出 是 真 的 ， 根据 一 个 关于 加 法 的 定理 ,是 加 法 换 位 子 的 信和 习 算 
子 只 有 0, 这 个 加 法 的 定理 的 类 比 怎么 样 ? 

问题 190. 如 果 百 是 一 个 无 穷 维 硕 耳 伯 特 空间 , 则 作用 于 H 
上 的 信和 来 算 子 a 是 一 个 来 法 换 位 子 的 充 要 条 件 是 |a| =1, 

在 有 限 维 空间 中 可 以 运用 行列 式 . 乘法 换 位 子 的 行列 式 是 1, 
唯一 和 的 行 列 式 是 1 的 倍 乘 算 子 是 1 的 根 ， 其 根 指数 等 于 空间 的 维 
数 ， 这 证 明了 在 一 个 网 维 空间 上 倍 乘 算 子 w 是 乘法 换 位 子 的 一 个 
Vy BE 2 EE BB os? = 1; 将 这 个 论证 加 以 修改 使 之 适用 于 无 穷 维 空间 即 
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能 证 明 这 条 件 同 样 是 充分 的 , 

如 同 在 加 法 理论 中 , 必要 性 的 证 明 表现 为 代数 的 , 就 是 说 对 于 
随意 的 一 个 具 单 位 元 的 复 赋 范 代数 , 它 也 能 引致 同样 的 必要 条 件 ， 
正如 在 加 法 理论 中 , 从 这 个 结果 接着 又 能 推 知 , 如 果 一 个 换 位 子 以 
紧 算 子 为 模 合同 于 倍 乘 算 子 , 则 该 倍 乘 算 子 (的 倍数 ) 必 有 模 工 . 

191. 西 乘法 换 位 子 . 问题 190 的 肯定 断 语 可 以 大 大 加 强 , Ë 
向 加 强 了 的 理论 的 最 大 的 步骤 之 一 是 下 述 断 语 ， 

问题 191. 在 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 ， 每 一 个 丁 算 子 是 条 法 
BLT, 

192. 换 位 子 子 群 ， 一 个 群 的 换 位 子 子 群 是 含有 形 如 
POPR 的 一 切 元 素 的 最 小 子 群 。 换 句 话说 ， 它 是 由 一 切换 位 
子 (当然 是 乘法 的 ) 生 成 的 子 群 ， 希 耳 伯 特 空间 上 可 逆 算 子 全 体 的 
集 是 一 个 乘法 群 ; 与 标准 的 有 限 维 的 术语 相 类 似 , 它 可 以 叫做 该 空 
间 的 全 线性 群 ， 

问题 192. 无 穷 维 布 耳 伯 特 空间 的 全 线性 群 的 换 位 子 子 群 是 
什么 ? 
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198. Laurent 算 子 和 和 矩阵. 乘法 算 子 是 正规 算 子 的 原型 , K 
于 它们 的 明显 的 问题 (例如 关于 数值 值 域 , 范 数 和 谱 的 那些 问题 )， 
大 多 数 有 明显 的 解答 . (这 并 不 是 说 关于 它们 的 每 一 个 问题 已 经 得 
到 解答 . ) 还 有 ,乘法 对 空间 的 改变 不 大 敏感 . 除 稍为 繁复 的 原子 的 
组 合 以 及 不 可 数 性 引起 的 病态 之 外 ， 在 单位 区 间 和 单位 圆 上 发 生 
的 一 切 都 可 作为 在 他 处 可 能 发 生 的 情况 的 与 型 ， 

WE p 是 单位 圆 上 的 有 界 可 测 函数 ， 则 9 在 L 上 (关于 规范 
化 的 勤 贝 格 测度 内 诱导 的 乘法 有 时 叫做 9 诱导 的 Laurent AF, 
以 记号 Lp HRZ. Le 的 关于 严 中 熟悉 的 标准 就 范 正 交 基 
(e,(z)=2", n=0, £1, +2, …) 的 矩阵 有 一 个 简单 的 形式 ， 它 整 
齐 而 有 规则 地 与 9 联系 着 ,为 了 描述 这 个 联系 , 定义 Laurent 4 
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阵 为 这 样 的 一 个 (双向 ) 无 穷 官 阵 《Xw>, 它 使 得 

TERTE 
对 一 切 4 和 7(—0, £1, +2, …) 威 立 ， 用 语言 表达 ; Laurent E 
阵 是 这 样 的 一 个 矩阵 ， 它 的 各 个 (平行 于 主 对 角 线 的 ) 对 角 线 都 是 
常数 ， 

问题 198. L? 上 的 算 子 是 Laurent FFL, 的 充 要 条 件 是 
它 的 关于 基 {en: n=0, +1, £2,---} 053 Ap 是 一 个 Laurent 
$B Ms 如 果 这 个 条 件 被 满足 , 则 MySp 而 9 一 之 onen LODE 
PRAIA, 

194. Toeplitz BFR, Laurent HF (FRE) 是 (单位 
圆 的 ) 工 上 的 突出 的 算 子 , 而 H? 是 3 的 突出 的 子 空 间 ; 如 果 把 
Laurent 算 子 压缩 到 H, 一 定 会 出 现 某 些 有 趣 的 结果 ， 记 出 现 的 
一 切 结果 的 记述 叫做 Toeplitz 算 子 理论 。 明白 地 说 ; MER P Æ 
HL? aE 上 的 投影 ， 又 2 是 一 个 有 界 可 测 函 数 ， 则 9 诱导 的 
Toeplitz 算 子 T, 的 定义 是 

To f=Plo f) 
对 H? 中 的 -- 切 成立 ，Laurent 算 子 的 最 简单 的 非 平凡 的 例子 
ERME W (=La); 相应 地 , Toeplitz 算 子 的 最 简单 的 非 平凡 
的 例子 是 单 侧 移 位 C= Te). 

L 中 有 一 个 自然 的 基 ; Laurent 算 子 关于 该 基 的 年 阵 有 特别 
简单 的 形式 ， 关 于 再” 和 Toeplitz 算 子 的 对 应 的 陈述 也 是 真 的 , 
为 了 给 出 这 个 陈述 ,定义 Toeplitz 矩阵 为 这 样 的 一 个 ( 单 向 ) 无 穷 
矩阵 Ge>， 它 使 得 

Mipit SÀi 
对 一 切 了 和 六 一 0, 1, 2, …) 成 立 ， 用 语言 表达 , Toeplitz SAE 
HN TE, 它 的 各 个 (平行 于 主 对 角 线 的 ) 对 角 线 都 是 常数 ， 
Laurent 理论 和 Toeplitz 理论 的 结构 上 的 差别 是 深奥 的 , 但 是 两 
类 年 阵 闻 的 差别 却 是 表面 的 , 也 易于 描述 ; 对 于 Laurant 和 矩阵, 两 
个 下 标 都 向 两 个 方向 离开 0, 但 是 对 于 Toeplit 矩阵 ,它们 只 是 向 
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前 进 . 

问题 194. H? 上 的 算 子 是 Toeplitz 算 子 T, HRE RA 
它 的 关于 基 {ern:% 一 0, 1, 2, +} AHEM 《hy》 是 一 个 Toeplitz 46 
阵 ; 如 果 这 个 条 件 被 满足 , 则 和 y= 二 Qi_y， 而 9 一 之 One, 是 9 的 富里 
FRFR. 

条 件 的 必要 性 没有 什么 可 惊讶 的 ， 用 一 个 未 曾 定 义 但 意义 自 
明 的 词组 来 表述 , 它 正 说 的 是 ,压缩 得 到 的 算 子 具有 压缩 得 到 的 矩 
PE. 

单 侧 移 位 U 对 于 Toeplitz 算 子 起 了 双 侧 移 位 玉 对 于 
Laurent 算 子 所 起 的 作用 一 一 但 表现 有 所 不 同 . 

Rl. LHF 4 是 一 个 Toeplitz 算 子 的 充 要 条 件 是 
U*AU =A, 

由 于 W 是 西 算 子 , Æ W'AW=A RAW =WAZHRA 
2H, RYU 的 对 应 的 两 方程 所 说 明 的 完全 不 同 ， 第 一 方程 
U*AU =A 刻 划 了 Toeplitz BF. 第 二 方程 40 一 04 刻 划 了 解 

pr Toeplitz HF (SAB 116), 4 p 是 解析 时 (参看 问题 26) 
«BY @ RE Le 中 且 在 H” kit, p 所 诱导 的 Toop'litz HF T, 
称 为 解析 的 (为 了 肯定 这 个 定义 的 合理 性 ,请 注意 问题 194 的 陈述 
蕴涵 对 应 9 一 To 是 一 对 一 的 )， 请 注意 , 解析 Toeplitz 算 子 是 次 
正规 的 ; 它 不 但 是 对 应 的 Laurent 算 子 的 压缩 ， 还 是 它 的 一 个 限 
制 ， 

系 2%. 唯一 的 时 Toeplitz FRR O, 

195. Toeplitz RẸ. Laurent 算 子 全 体 的 集 的 代数 结构 平 
淡 无 奇 ， 一 切 是 真 的 ， 一 切 是 容易 的 ， 自 有 界 可 测 函 数 到 算 子 的 
映射 p—> Ly 是 一 个 代数 同 态 ( 它 保持 了 单位 , 线性 运算 , FR, 共 
HRD) bET ETK ARBAA TEO. De 的 
谱 是 gp 的 本 性 值 域 ， 由 于 Laurent 算 子 组 成 了 W 的 换 位 (问题 
445)， 又 由 于 乘积 WAW 关于 居中 的 因子 是 弱 连 续 的 ， 得 知 
Laurent 算 子 全 体 的 集 是 弱 闭 (从 而 是 强 闭 ) 的 ， 
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对 应 的 Toeplitz 陈述 有 些 是 真 且 容 易 的 ,但 有 些 是 困难 的 ， 
或 廖 误 的 ,或 未 知 的 ， 最 容易 的 陈述 是 关于 单位 , REAM 
(伴随 ) 的 ; 由 于 映射 p > Dy 以 及 了 ->(CPDo)| 了 2(=PFo 在 H? 
上 的 限制 =7T) 都 保持 被 提 及 的 这 儿 个 代数 结构 , 它们 的 复合 ， 即 
2 一 T, 一 定 也 是 这 样 (保持 共 思 e( 伴 随 ) 对 一 般 的 压缩 也 是 真 的 ， 
参看 问题 178) ,证明 Laurent 算 子 全 体 的 集 是 弱 闭 的 推理 也 可 用 
于 Toeplitz: 算 子 ， 只 要 把 WAW 换 成 UAU (参看 问题 194 的 
Ai), 

YAR pX, Toeplitz 算 子 T, 是 自 伴 的 , 这 是 前 段 的 
一 个 不 足 道 的 推论 ; 的 确 T= Ts 当 且 只 当 gpg", 还 成 立 着 ; T, 是 
EWER p 是 正 的 . 的 确 , 由 于 当 SCH 时 恒 有 (TS, /一 
(L, f, P) 得 知 T, 是 正 的 当 且 只 当 对 H? 中 一 切 了 有 (Znj p> 
0， 后 面 的 条 件 等 价 于 这 个 条 件 ， 对 一 切 fEH?，(W"L,/, 
W"f) 之 0( 而 mn 是 任意 整数 )， 由 于 丙 与 Ls 可 交换 ,这 条 件 又 可 
以 如 下 表述 ; 对 一 切 fEH? 有 (LoW"f, WH, FWT se 
体 的 集 , 其 中 了 在 E 中, 在 I 中 稠密 , 该 条 件 又 等 价 于 LPO, 
从 而 等 价 于 p20, 

关于 Toeplitz 算 子 的 乘法 性质 的 最 容易 的 陈述 是 否定 的 陈 
R: Toeplitz 算 子 全 体 的 集 一 定 不 是 可 交换 的 而 且 在 乘法 下 一 定 
不 是 封闭 的 ， 单 侧 移 位 及 其 伴随 算 子 给 出 这 两 断 语 的 共同 反例 
U 和 U* 都 是 Toeplitz 算 子 ,但 乘积 UU (E $ T Toeplitz 算 子 
1) FRE UU (EAR Toeplitz A+) 不 相同 。 证 明 UU RE 
Toeplitz 算 子 的 一 个 方法 是 利用 问题 194 WOR 1. 由 于 U*(00*)U 
=(U'U) UU) =I( 关 0U7) ,一 切 得 到 解决 ， 另 一 方法 , 直接 查看 
DZ 的 矩阵 , 通过 问题 194，( 读 者 ) 可 能 已 经 得 到 这 个 否定 结果 
T. 

什么 时 候 两 个 Toeplitz 算 子 的 积 还 是 一 个 Toeplitz 算 子 ? 
答案 是 : 很 罕见 ， 参 考 文献 : Brown-Halmos[1963]. 

问题 195. 两 个 Toeplitz $F HAR TT, 是 一 个 Toeplitz 
算 子 的 充分 必要 条 件 是 V 或 由 中 至 少 有 一 个 是 解析 的 ; 如 果 这 
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条 件 被 满足 , 则 了 gD 一 了 oy. 

当 gp 是 共 轿 解析 的 时 候 , pg 诱导 的 Toeplitz $F T, wy st He 
解析 的 (参看 问题 26). 用 这 种 语言 表述 , 问题 195 说 的 就 是 两 个 
. Toeplitz 算 子 的 乘积 是 一 个 Toeplitz 算 子 当 且 只 当 第 一 因 TH 
FEUER DT RB AF ET AY. 

R. HA Toeplitz 算 子 的 乘积 是 0 的 充 要 条 件 是 至 少 有 一 
个 因子 是 0. 

简洁 地 说 , 在 Toeplitz 算 子 中 没有 零 因子 ， 

196. Toeplitz 算 子 的 谱 包 含 定 理 . 关于 Toeplitz 算 子 的 
范 数 和 谱 的 问题 , 比 起 Laurent 算 子 来 是 相当 困难 的 .例如 说 到 
T, 的 范 数 , —BRUABRH RET |<|L,|(=lel.), AAT 
是 荆 的 一 个 压缩 而 觉得 显然 的 就 是 如 此 。 KET 的 谱 没 有 什么 
是 显然 的 ， 但 是 有 一 个 相对 地 容易 的 不 等 式 (属于 Hartman 和 
Wintner[19501), 它 答复 了 一 些 自然 的 问题 . 

M19. k LAT AHA-ShART A RRB EH 
Laurent 和 Toeplitz #-+, 则 (D) CH}, 

这 是 一 个 谱 包 含 定理 , 形式 上 类 似 于 问题 157; 在 这 里 ，“ 大 ” 
算 子 同样 有 小 的 谱 ， 这 个 结果 引起 我 们 从 根本 上 解决 问题 的 希 
望 ， 如 果 To TAR, TÆ OEIT), WRA 196, OF T(L), 
这 等 价 于 上, 下 有 界 ， 从 而 等 价 于 2 是 上 距 0 有 界 的 。 如 果 道 命题 
LAW, 则 从 p 推 斯 Tp 的 谱 结 构 将 比 事实 所 表现 的 更 容易 得 多 ; 
不 幸 的 是 道 命题 是 雇 误 的 .其实 ,如 果 pg=e-:， 则 gg 距 0 有 界 ,但 
Teo= Pei 一 0, 因此 To 有 一 个 非 平凡 核 ， 

虽然 Toeplitz 算 子 的 谱 性 质 是 相对 不 好 的 , 但 问题 196 可 以 
用 来 指明 在 某 些 方面 Toeplitz 算 子 有 着 正规 算 子 的 性 态 。 这 里 
有 一 些 这 方面 的 例子 ， 

Rl. 如果 g 是 一 个 有 界 可 测 润 数 ， 则 rT = (Tol lol. 

系 工 说 明了 一 些 东 西 , 其 中 一 点 是 对 应 oo, 是 保 范 的 ， 从 
此 重新 得 到 该 对 应 是 一 对 一 的 (参看 问题 194) . 

系 2. 0 之 外 没有 其 他 拟 需 零 的 Toeplitz $F. 
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R38. 每 一 个 具有 实 谱 的 Toeplitz 算 子 是 自 伴 其 子 

A4. Toeplitz 算 子 的 数值 值 域 的 闭 包 是 它 的 谱 的 是 包 ， 

197. 解析 Toeplitz 算 子 ，Toeplitz 算 子 中 最 容易 的 是 解 
析 的 ,但 即使 对 于 它们 , 也 比 对 于 乘法 算 子 , 需要 更 谨慎 地 处 理 , 有 
作用 的 词 是 “解析 ”。 请 记 起 与 也 ”中 每 一 个 2 相 联 系 ,有 一 个 在 
开 单 位 贺 域 DD 中 解析 的 函数 9 (参看 问题 28)， T, 的 谱 性 质 与 其 
说 是 受 9 的 单纯 集 论 性 质 的 影响 , 不 如 说 是 受 9 的 复 解析 性 质 的 
By, Be SCR, Wintner [1929]. 

问题 197. 如 果 pCH”, UT, 的 谱 是 开 单 位 圆 域 已 在 He 
中 对 应 元 素 信 下 的 象 的 闭 包 ; AHH, AT) =00D). 

这 个 结果 还 可 以 用 另外 一 个 方法 来 表述 ， 如 果 p CL”, wW 
的 谱 是 g 的 本 性 值 域 ; 如 果 @ eC He, WT, 的 谱 就 是 那 可 以 叫做 9 
的 本 性 值 域 的 点 集 ， 

198. Aft Toeplitz 算 子 的 特征 值 ， 解析 Toeplitz 算 子 能 
有 特征 值 吗 ? 除 倍 屁 算 子 这 个 不 足 道 的 情形 外 , SRA. 理由 
是 , mF y 是 解析 的 , Bt E HESA paf, WF AM. 
Riesz 定理 (问题 127) 蕴涵 非 p=, 即 f=0. 粗略 地 说 , 理由 是 ， 
一 个 解析 函数 如 不 等 于 常数 就 不 能 在 一 个 正 测度 集 上 取 常 数值 . 
对 于 自 伴 Toeplitz 算 子 这 个 推理 不 适用 : 一 个 非常 数 的 实 值 函数 
没有 什么 理由 不 能 在 一 个 正 测 度 集 上 取 常 数值 . 

问题 198. 给 定 L 中 一 个 实 值 函数 9, 试 确定 自 伴 Toeplitz 
HTT, 的 点 谱 . 

199， 自 伴 Toeplitz BF Ae. 

问题 199. 给 定 L” 中 一 个 实 值 溃 数 p, 试 确 定 自 件 Toeplitz 
RFT. 的 谱 . 

关于 Toeplitz 算 子 的 谱 的 更 近期 和 更 一 般 的 研究 ， BB 
Widom[1960], [1964], 


问题 1。 极 化 

问题 2。 利用 唯一 性 ， MES 一 字 aves, 则 SCF) = Dakle). 

问题 3. 利用 内 积 把 问题 约 化 成 单位 圆 域 的 严格 凸 性 . 

问题 和. 考虑 LO, 1) 中 的 特征 函数 。 供 已 学 过 谱 测度 者 
选用 的 提示 ， 试 从 谱 测 度 揣 麻 ， 

问题 5. 一 可 列 无 穷 集 有 不 可 列 个 这 样 的 无 穷 子 集 , 其 中 任 
两 个 相 异 子 集 的 交 是 有 限 集 ， 

问题 6. 确定 张 成 空间 的 正 交 补 ， 

问题 4Y. 如 果 对 一 切 和 有 .fo 六 又 如 果 Dle- fii? <A, 则 
Jo fi, ts Ja EMA. 

问题 8. 证 明了 十 NN 完备， 无损 于 普遍 性 , 可 假定 dm 了 = 
1, 

问题 9. 在 一 无 限 维 空间 中 恒 存 在 两 个 子 空间 ,其 矢量 和 与 
其 张 成 空间 不 同 ， 

问题 10，《〈 对 任 一 就 范 正 交 基 说 ) 直径 V2 的 开 球 可 容纳 
多 少 基 元 素 ? 

问题 1， 已 给 一 个 (至 多 ) 可 列 基 , 可 利用 有 理 系 数 ， 已 给 
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一 个 可 列 称 子 集 ,对 ( 任 一 就 范 正 交 基 的 ) 每 一 基 元 , 有 这 个 稠 子 集 
的 一 个 元 素 与 它 足 够 靠近 , 这 个 元 素 因 而 与 其 它 基 元 远离 . 

问题 到 任 一 给 定 的 正 半径 球 中 可 装 入 无 穷 多 个 等 半径 的 
BK, 


第 二 章 a 拓 扑 

问题 妇 . 考虑 就 范 正 交 集 ， 注意 ， 纶 闭 包 和 弱 序 列 闭 包 是 
否 相同 ? 

问题 14. 展开 lfa fl. 

(M16. 弱 稠 集 张 成 全 空间 . 

问题 16. 假定 对 一 切 单位 矢量 9g Alf, Ol<e, BY 
fr /fl AR g. 

问题 17. SRA 上 使 得 对 所 有 SA EAI 的 复 值 
函数 和 全 体 的 集 , 赋予 乘积 拓扑 ,并 证 明 范 数 小 于 或 等 于 十 的 线性 
泛 函 形成 一 个 闭 集 ， 

问题 18.， 给 定 一 个 可 数 笛子 集 ， 这 样 定义 它 的 每 一 元 素 的 
所 有 可 能 的 基 弱 邻 域 ， 用 它 本 身 的 有 限 子 集 作 为 邻 域 的 矢量 参量 
而 用 正 整 数 的 倒数 作为 数量 参量 ， 证 明 所 得 邻 域 全 体 是 弱 拓 扑 的 
一 个 基 . 另 一 方法 , 给 定 一 个 就 范 正 交 基 Leu, ea, es,…}, 由 下 式 
定义 距离 


dF, 9-5-5 1- e)l. 


问题 19.。 如 果 单 位 球 是 弱 可 距离 化 的 , 那 末 它 是 弱 可 分 的 ， 

问题 各. 如 果 结论 是 雇 误 的 ， 则 可 归纳 地 构造 一 个 就 范 正 
交 序 列 ， 使 得 其 每 一 项 与 所 给 的 弱 有 界 集 中 一 个 适当 的 元 的 内 积 
取 很 大 的 值 ， 然 后 构成 这 个 就 范 正 交 序 列 的 项 的 一 个 适当 的 (无 
限 ) 线 性 组 合 ， 

HAA 构造 一 个 序列 使 它 有 一 个 弱 聚 点 ， 但 其 各 项 范 数 
WT oo, 

DER. 考虑 部 分 和 并 应 用 一 致 有 界 原理 ， 
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问题 好 (a) 给 定 无 界线 性 泛 函 & 应 用 Hamel 基 构 造 一 

个 哥 西 有 向 集 {gz}, 使 得 对 每 一 放 有 (用 NES). () 如 果 
W EREA EAN, WEA =lim Cf, 9) 定义 一 个 有 田 线 性 泛 函 ， 


第 三 章 解析 函数 

HEA 解析 函数 在 一 个 圆 域 的 中 心 的 值 等 于 它 在 圆 域 上 
的 平均 值 ， 这 蕴涵 , (AD) pA RgO E D p AREE AD) 
上 一 个 有 界线 性 泛 函 ， 所 以 依 范 数 拓扑 的 哥 西 序列 是 在 紧 集 上 一 
致 收敛 意义 下 的 哥 西 序列 ， 

问题 中 适用 于 宕 级 数 的 收敛 性 与 适用 于 富里 时 级 数 的 收 
敛 性 之 间 有 何 联系 ? 

问题 %. FEM NT EE Se 

问题 27. (两 个 富里 叶 级 数 的 和 函数 的 ) 积 的 富里 时 级 数 是 
否 同 于 (该 两 个 ) 级 数 的 形式 乘积 ? 


BMB. Š Ja, <o 的 一 个 充 要 条 件 是 数 集 
$; Jon [2r (0<r<1) 


是 有 界 的 ， 利 用 了 = 工时 部 分 和 的 连续 性 ， 

问题 为 . 从 一 个 合适 的 函数 希 耳 伯 特 空间 出 发 ， 添 一 个 点 

问题 30. 应 用 把 核 沙 数 表 示 成 级 数 的 一 RABAT 
Bergman 及 Szegé 核 ， 

问题 31. 应 用 E 的 核 函数 

问题 38. 利用 了 在 扩张 着 的 同心 加 上 的 什 依 范 数 逼近 f. 

As. 应 用 极 大 模 原 理 和 关于 富里 叶 级 数 的 Cesaro KH 
性 的 Fejér m. 

问题 34. 假定 一 个 因子 是 有 界 的 并 应 用 问题 27, 

m3. 已 给 E 的 一 个 元 素 的 富里 叶 展 开 式 , 首先 求 它 的 
实 部 的 富里 时 展开 式 ,然后 试 将 此 演算 过 程 反 转 过 来 ， 
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第 四 章 FG A Ri PF 


问题 36. 只 须 处 理 维 数 No 的 情形 ， 归纳 地 构造 所 期 望 的 
就 范 正 交 和 集 ; 为 了 保证 它 能 形成 一 个 基 , 可 在 选 定 它 的 每 一 元 素 后 
再 选 一 元 素 使 此 元 素 及 以 前 已 选 诸 元 素 张 成 的 子 空间 依次 包含 一 
个 预先 设 定 的 基 的 各 项 ， 

问题 37， Sag 写成 


Parva (L), 


并 应 用 Schwarz 不 等 式 ， 
, n i 
问题 38。 VEREST, pt irh, 


第 五 章 AIPE AE 


问题 899. 要 得 到 无 界 的 例 ， 可 扩张 一 个 就 范 正 交 基 成 一 个 
Hamel 基 ; 有 界 的 例 可 用 一 个 具有 (元 素 值 较 ) 大 但 (元 素数 目 ) 有 
限 的 第 一 行 的 矩阵 , 

40. 两 次 应 用 关于 线性 泛 函 的 一 致 有 界 性 原理 ， 

问题 41. 为 证 4* 下 有 界 ,可 证 H 的 单位 球 在 AT FARR 
是 有 界 的 . 

问题 鸳 。 把 所 给 的 线性 变换 表示 成 (eT Ha Ee 
EZEKRE; 如 果 No<dim K<dim H, 则 必 有 一 行 仅 含 0 元 

问题 43. 用 问题 42, 

问题 44. 应 用 问题 41 于 把 图 象 投影 成 定义 域 的 映射 ， 

G45. 试探 究 无 界 对 角 和 矩阵 以 求 反例 。 应 用 闭 图 象 定理 
以 得 到 证 明 . 


第 六 章 乘法 算 子 
问题 4. [a;| =| de,| H. 
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> Jak; < (Gup: RE. 

HMA. 如 果 lal nm, 则 序列 | -属于 P, 

问题 48. METU en WR A /an en, 

问题 49. mR s>0， 又 若是 一 个 正 有 限 测 度 集 的 特征 函 
数 ,在 此 集 上 |p@|>lel.—2, WI ASI SC el.) lf]. 

问题 和 .如果 A=, Whe SIS [fl 对 每 一 正 整 数 % 和 
每 一 中 的 了 成 立 ; RABY fw) 0 时 有 | 由 (2) |<<1. 

问题 51. 模仿 离散 的 情形 ( 解 47)， 或 证 明 乘 法 必须 是 闭 的 
并 应 用 闭 图 象 定理 ， 

Em o. 模仿 离散 的 情形 ( 解 48). 

问题 器. 对 乘法 的 有 界 性 ， 可 用 闭 图 象 定理 ， 对 乘 子 的 有 
RE, REM Roe X, 则 有 一 个 H FH 使 得 f(z) 40; 模仿 解 
50 中 的 “七 妙 ”的 证 明 ， 

问题 64. 考虑 [0, 直上 导 函 数 属于 L 的 绝对 连续 函数 全 体 
的 集 . 


第 七 章 HT eM 
问题 65. 如 果 4D 一 BO 是 可 道 的 , 则 
(0 D) 
Oo D 
的 形式 道 可 以 仿照 2x2 数值 矩阵 构成 之 。 如 时 
(0 5) 
Oo D 
EH, 则 4D 一 BO 是 下 有 界 的 ; 模仿 解 两 个 二 未 知 数 线性 方 


程 的 初等 步骤 ， 
问题 56. KAW 


1 0 
(na) 


选择 了 使 乘 积 的 左下 角 元 素 为 0， 试 寻求 利用 户 上 由 
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<fo, Ši, Ša "9—0, So, Éis $a, > 
定义 的 算 子 及 其 伴随 算 子 构成 的 反例 ， 
Bo. 如 果 一 个 有 限 维 子 空间 在 一 个 可 道 算 子 下 是 不 变 
的 , 则 在 其 逆 算 子 下 也 是 不 变 的 . 


第 八 章 谱 的 性 质 


58. 一 个 算 子 的 核 是 它 的 伴随 算 子 的 值 域 的 正 交 补 ， 

问题 59. 为 证 明 Ho (p(A)) Cp Ho (4))， 可 对 给 定 的 
To(p(4)) 中 的 mw BFS pO) 一 x。 用 同样 技巧 于 五 。 对 于 了 
以 4 代 换 4 并 应 用 以 上 结果 ， 

问题 60. xt TT BE. MR lal =, 则 诸 数 |PFal 在 下 方 以 
I/P AR. WI, PHAP HERES T AE PO F 
的 象 . 

问题 人 1 姑且 先 设 把 A- AB) 展开 成 几何 级 数 是 合理 
BY. 

G62. 证 明 余 集 是 开 的 . 

问题 68. 假设 A, ACA), rE AA) H AeA, 如 果 f #0 
Hf lran(A—A), W 

(A—A) (A— An > 
| (Aman) "Fl 


SLE 谱 的 例 

问题 CA. 如 果 A 是 正规 的 , 则 Wo(A) = (Ho A)", 

问题 65. 利用 问题 64. 

问题 6. 如 果 g'f=%f 几乎 处 处 成 立 , 则 当 /学 0 时 ,人 恒 有 
p=, 

问题 67. IgE U "Eo, ĉi Éa, "=k, Ea, Es, >, HH: 
Io(DD) 是 空 集 且 Ho(U") 是 开 单位 圆 域 ， 如 果 [Al <1, WUA TF 
AK. 

问题 68， WW 表示 成 一 个 乘法 。 
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问题 6@9. 利用 一 个 4 的 特征 矢 的 集 作为 定义 域 ， 使 此 ( 特 
ER) 集会 张 成 全 空间 ;对 该 定义 域 中 的 每 一 户 定义 乘 子 的 值 为 
(与 用 对 应 的 特征 值 的 共 罗 数 . 
问题 70. 对 一 个 具有 平凡 核 的 算 子 说 ， 相对 可 道 性 同 于 左 
可 逆 性 ; 对 一 切 算 子 说 , 左 可 逆 性 同 于 下 有 界 ， 
问题 71.。 考虑 算 子 矩阵 


其 中 UU 是 单 侧 移 位 ， 


第 十 章 谱 半 B 
问题 72。 如 果 do 不 属于 4 的 谱 ,又 车 |% 一 jo| 充 分 小 , 刚 
pa CA) = (Aho)? $ (CAA) (Ao) )". 


问题 ?3。 对 殉 解 式 应 用 关于 有 界 整 函数 的 Liouville 定理 ， 
a 74. ic 


re(a-4y" 


FF PRN ET TE SB, 对 [A] <1 /r(4), 7 是 解析 的 ， 
然后 利用 一 致 有 界 性 原理 . 

AMI. 寻找 一 个 对 角 算 子 刀 使 得 AD= DB, 

问题 76. mR A—S “BS, M S 的 矩阵 必定 是 下 三 角 的 ; 求 
HERH nti TR nm HATCH, n=O, 1, 2，…。 

问题 ?7， REA: SH-PSRRT, Alt [Si= SPI. 
求 谱 半径 : 应 用 问题 74. 

问题 ?8. 模仿 不 加 权 单 侧 移 位 所 用 的 坐标 技巧 

问题 79。 如果/ 一 个 o E Sa, +P EP (yp), i 

U f=<vV' po £o, vpi Es, po Èa, rd, 

MERU 2G Pp) BP LR PSA, 它 把 Pp) Lay 
移 位 变换 成 上 的 一 个 加 权 移 位 ， 
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问题 80. 尝试 单 侧 加 权 移 位 ,应 用 解 77. 

问题 81. 党 试 具有 无 穷 多 零 权 数 的 单 便 加 权 移 位 ， 应 用 解 
TT. 

问题 82. 用 归纳 法 证 明 不 等 式 | (ABS, f) <(ABT, J)e 
(Af, fy", 

第 十 一 章 范 数 拓扑 

问题 88. 想 一 想 L200, 1) 上 的 投影. 

问题 84， 如 果 Ay 可 道 , 则 1 一 4451 一 (4o 一 人 A455 使 用 几 
何 级 数 技巧 证 明 A 是 可 逆 的 , 并 得 到 4- 二 的 一 个 上 界 . 

问题 88。 ORAM A 两 算 子 的 谱 半 径 。 

FI 86. 从 4 一 % 到 奇异 算 子 集 的 距离 在 4(4) 的 余 集 上 
是 正 的 . 另 一 方法 , MURR AACE do 的 余 集 上 有 界 ; 可 取 一 个 
上 淖 的 倒数 作为 适当 的 。. 

AES. 用 一 列 加 权 移 位 天 过 一 个 具有 正 的 谱 半 色 的 加 权 
单 侧 移 位 , 并 使 前 者 都 具有 足够 多 的 零 权 数 因 而 是 乱 零 的 ，- 


第 十 二 章 强 和 弱 拓 扑 


问题 88. 使 用 问题 16 的 结果 和 方法 .。. 

问题 89. 关于 强 拓扑 的 反例 ， 可 考虑 投影 到 一 个 子 空间 的 
降序 列 上 的 投影 序列 ， 

问题 99. 关于 强 拓 扑 的 反例 ， 可 考虑 单 侧 移 位 的 伴随 算 子 
BY a. 

PRR OL. 具有 指数 2 的 等 零 算 子 全 体 的 集 是 强 稠密 的 . 

问题 92. 使 用 网 . 

问题 8. (a) 使 用 一 致 有 界 性 原理 。 O) 探究 单 侧 移 位 的 

问题 94. 如 果 {4y 增 加 且 弱 收敛 于 A, 则 4 一 4, 的 正平 方 
根 强 收敛 于 0， 关 于 一 致 拓扑 的 反例 , 可 考虑 投影 的 序列 。 

问题 95. ig B, 形成 一 个 有 界 增 序列 ， 
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(196. 研究 EFE RRAN. 


第 十 三 章 “部 分 等 距 变 换 

问题 和 7. MN FL P(A) 的 邻 域 , 则 了 +1(N) 是 入 的 邻 域 ， 
WIR AEF (ACA)), WA WERI F(A CA) ARE, 

问题 98， 如 果品 是 具有 始 空 间 M 的 部 分 等 距 变 换 ， 算 出 
fEM MSL M EUU, 有) 的 值 ; 如 果 OU 是 具有 值 域 H 
影 , 同样 进行 计算 ， 

问题 99. ARB MEM SATU 和 一 个 非 约 化 子 空 
i] M 使 得 [MI= 聘 就 好 了 ; 为 此 , WO 是 单 侧 移 位 的 伴随 算 
子 ,并 设 天 是 属于 某 一 非 0 特征 值 的 (一 维 ) 特 征 子 空间 . 

问题 100. 关于 闭 性 ，4 是 部 分 等 忠 算 子 当 且 内 当 4= 
AAA, SPHE WRU 是 部 分 等 距 算 子 ,六 是 等 距 算 子 , 又 
JU -F |<1, WU 是 一 个 等 距 算 子 ， 

问题 101. AFE: UEV 的 始 空间 上 的 限制 是 一 对 一 的 . 
关于 零 秩 ; 如 果 fE kery A fl kerD ,出 

IUJ -YF = IS. 

问题 102. 寻求 一 个 使 两 算 子 的 始 空间 相 匹 配 的 丁 算 子 ， 再 
求 一 个 使 两 终 空间 相 匹 配 的 西 算 子 ， 然 后 寻求 两 条 连续 曲线 把 它 
们 分 别 连结 到 醒 等 算 子 ， 

问题 108. MRAM BRAMAN, 且 有 一 个 酉 算 子 
把 (A) a8 ee M(B), 则 该 算 子 把 形 如 <f，0》 的 矢量 全 体 组 成 
的 子 空间 映 成 其 自身 . 

问题 104. 如 果 闭 单位 圆 域 的 紧 子 集 4 含有 0, 可 求 一 个 以 
4 为 谱 的 压缩 算 子 4, 并 扩张 4 成 为 一 个 部 分 等 距 算 子 。 

问题 105. 置 P-A, ZRELU, 在 ran P 上 , UPf= 
Af; 在 ker P E, Uf=0, : 

问题 106. 每 一 个 部 分 等 虑 变换 可 扩大 成 极 大 《部 分 等 距 变 
#). 

问题 107. 要 证 明 极 大 部 分 等 距 算 子 是 端点 , 可 应 用 问题 3. 
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要 证 明 其 逆 定 理 ， 可 应 用 问题 106 证 明 每 -一 庄 缩 算 子 是 两 个 极 大 
部 分 等 距 算 子 的 平均 值 ， . 

问题 108. 如 果 UP 与 PP 可 交换 ， 则 也 与 可 交换 ， 因 此 
UP 一 PU 在 ran PP 上 为 零 ， 

问题 109. 关于 肯定 的 结果 , 可 应 用 问题 106, 关于 否定 的 结 
R 上 县 有 单 侧 逆 的 不 可 道 算 子 不 可 能 是 可 道 算 子 的 极限 ， 

问题 110. 考虑 极 分 解 UP, 把 UV 和 一 两 者 都 联结 到 十 
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问题 111. 假定 Has, ik, 只 须 证 明 存 在 着 两 个 互 
相 正 交 的 无 穷 维 约 化 子 空间 .要 证 明 这 一 点 可 考虑 谱 测 度 ， 

问题 112. 应 用 问题 11L, 分 解 所 给 西 算 子 成 两 个 算 子 的 积 ， 
其 中 之 一 使 记得 双向 子 空间 序列 向 前 推移 ， 另 一 个 则 使 其 向 后 推 
B. 

问题 1138. (a) MREMATSA-TAMMET, WBA 
w. (bh) 由 于 单 侧 移 位 有 近似 特征 值 1, 其 实 部 也 是 如 此 ，(c) 可 
逆 算 子 与 单 侧 移 位 的 距离 不 可 能 小 于 工 . 

问题 114. 如 果 玉 =0*, 则 dim kerr V<1 HV 把 基础 希 耳 
伯 特 空间 映 到 其 自身 上 . 

问题 115.。 MEW 与 算 子 4 可 交换 ， 且 岂 是 单位 圆 上 的 有 
界 可 测 函 数 , 则 据 Fuglede 可 交换 性 定理 ,小 (WV) 与 4 可 交换 ， 置 
Ago= 9, 证 明 Ap= puh, 然 后 应 用 解 580 的 技巧 . 

. 问题 L1G. 同 解 115 一 样 地 着 手 证 明 ; 利用 解 50， 模 仿 解 

51. 

问题 117. 也 ”中 每 一 个 函数 是 一 个 多 项 式 的 有 界 序列 的 几 
乎 处 处 极限 ; 参看 解 83. 

问题 118. WRV ABA ESAS, MN V 的 值 域 


REZA W A PE- Ñ TD: 
问题 119. 应 用 问题 118, 记 住 一 1 RTA. 
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问题 120. 考虑 单 侧 移 位 与 无 穷 多 个 双 侧 移 位 的 直接 
M, 
12. 如 果 | Al <1 E Ao ( 强 ), a Tevi AA 
县 对 每 一 矢量 指定 对 应 序列 
<Tf, TAf, TAF, >, 


问题 12%， 如 果 ?(4) <1, 则 SYA Ae ie, 因此 
HB 一 È Aryl? 定义 一 个 等 价 范 数 . 


ag 123. wN-MN UM), 应 用 解 118 的 结果 要 证 
H dim N 1， 可 假定 在 职 中 存在 两 个 互相 正 交 的 单位 矢量 了 和 
9， 应 用 Parseval 方程 计算 SPH gla. JE U ARNE K R 
制 是 有 益 的 . 

问题 134.， 证 明 Mz (在 U" 下 不 变 . 

问题 125. 利用 问题 123, 用 游 动 子 空间 N 表示 M, 并 检查 
N 中 单位 矢 的 富里 叶 展 开 式 ， 

问题 126. ATAMER, 考虑 一 个 使 得 


“a Er? ž Ena 


HRE <io ér En e STERRI, 构成 以 这 个 序列 {En} 的 
子 序列 为 分 量 的 矢量 . 

问题 127Y. Ae pif, 令 班 表示 H? 的 含有 f 且 在 U 
下 不 变 的 最 小 子 空间 ,应 用 问题 125 于 ML, 

问题 128， 令 9 表示 IL? 中 一 个 非 零 元 ， 它 在 一 个 正 测度 集 
上 取 值 0, #& f(z) =29(2*), 

问题 129. 必要 性 ,考虑 一 个 与 4 可 交换 (从 而 与 4" 和 4"4 
也 可 交换 ) 的 自 伴 算 子 ,检查 其 矩阵 ， 充 分 性 , 假定 fat 是 具有 周 
期 pb 的 周期 序列 ， 令 M, 宪 示 适合 % 三 j(modp) 的 诺 6, 的 张 成 空 
间 ; 注意 每 一 矢量 了 各 有 唯一 的 形 如 fote tSo 的 表示 式 ,其 中 
所 属于 M; 对 于 单位 圆 上 每 一 可 测 子 集 如 ,考虑 使 得 f(z) =O 对 
H j 和 也 的 余 集 中 的 一 切 * 成立 的 了 全 体 的 集 . 
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第 十 五 章 紧 算 F 

问题 130。 利用 网 ， 在 (w-> 司 连续 性 的 讨论 中 ,请 记 起 一 个 
基 弱 邻 域 依赖 于 矢量 的 一 个 有 限 集 ， 并 考虑 这 些 矢 量 的 张 成 空间 
的 正 交 补 . 

问题 131， WE EL SEAR RE, 利用 极 分 解 。 

问题 132. 用 有 限 秩 的 对 角 算 子 来 逼近 . 

问题 1838. 如 果 紧 算 子 在 一 个 不 变 子 空间 上 的 限制 是 可 道 
的 , 则 该 子 空间 必 有 限 维 . 利用 谱 定理 , 推断 一 个 正规 紧 算 子 的 谱 
在 以 原点 为 心 的 闭 贺 域 外面 的 部 分 由 有 限 个 特征 值 组 成 ， 这 些 特 
年 值 都 各 具有 有 限 的 重 数 ， 

问题 134. 如 果 恒 等 算 子 有 核 及， 出 当 书 和 Gf 是 可 测 集 
时 , 恒 有 | 

UENO) = |È E odudua); 


由 此 得 知 EK 的 不 定 积分 集中 在 对 角 线 上 . 

问题 185. FA fa Fa Ba. 

问题 186. wi A Æ Hilbert-Schmidt F, M) A*A 的 特 
征 值 的 和 是 有 限 的 . 

问题 137. 利用 极 分 解 和 问题 133. 

问题 188. 每 一 个 一 秩 算 子 属于 每 一 个 非 零 理 想 ， 每 一 个 
非 紧 自 伴 算 子 在 某 些 无 穷 维 不 变 子 空间 上 是 下 有 界 的 ; 它 在 这 样 
的 子 空间 上 的 限制 是 可 道 的 ， 

问题 J39. 利用 谱 定 理 ， 

fa} 140. (1) 如 果 ran (1 一 0) =H, ji] ker (1 一 0) 一 {0}， 
(序列 {ker A, ker A?, ker 43,…} 严格 上 上升 )(2) 1 一 0 在 (ker 
(1 一 0O))+ EFAA. 在 证 明了 (1) 和 (2) 后 ,不 仅 把 它们 应 用 到 
C, 也 应 用 到 C0". 
OBI. WAM 是 包含 在 ran 4 中 的 一 个 子 空 间 ，4 在 
M 的 原 象 上 的 限制 是 可 北 的 ， 
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lg 142. AOA: Alkor 4)! 上 的 限制 是 可 道 的 . 
从 (3) 到 (了 DD: 如 果 1 一 B84 是 紧 的 ,应 用 解 140 于 1 一 B4. 

148. 优 定 和 =0; 注意 如 果 BRM, 则 4= 了 (+ 
B>”(A-B)). 

问题 1444. 用 一 个 一 秩 算 子 摄 动 双 侧 移 位 ， 

问题 145. E O 是 紧 的 而 了 上 CO 是 正规 的 , 则 世上 +O 的 谱 
很 大 ; 但 (UU 十 0)*(D 十 0) 的 谱 却 很 小 . 

问题 1&6. 如 果 A 是 一 个 Volterra 算 子 ,其 核 以 CO 为 界 , 则 
A" A Volterra AP, HRI O/I)! 为 界 ， 

RA 147. 首先 证 明 如 果 A 是 一 个 Volterra HF, Med 
一 个 正 数 , WUE Volterra HF BAC, 以 及 一 个 正 整 数 亡 使 
得 (1) A=B+O, (2) [Bl<s, HO) 若干 个 B 和 若干 C HER 
积 , 其 中 等 于 C 的 因子 有 上 或 更 多 个 , 必 等 于 0， 要 得 到 BNE, 
可 修改 4 的 核 的 定义 , 使 在 平行 于 对 角 线 的 一 条 狂 罕 的 带 状 区 域 
的 外 部 等 于 0. 

问题 148. 把 VT 表示 成 积分 算 子 ,用 微分 法 把 方程 Vf 
一 和 Af 转换 成 微分 方程 ,然后 解 它 . 

问题 149. œ L?(—1, +1) 5 L0, DOL (0, 1) 等 同 起 
来 ,确定 与 这 样 的 等 同上 映射 相应 的 六。 ROAST. 注意 . 
完成 此 等 同 映 射 的 有 趣 方 法 不 限于 一 种 ， 

问题 150. BA=4+V)4, XBWV £ Volterra 积分 算 
Tt. 

M11. AuLRMAA-+BRARASPMESREMN RK 
数 的 矢量 了 的 情形 ; 在 这 情形 下 ,证 明 存 在 数量 An 使 得 和 ,4"f -> 
co 因此 焉 含有 so 用 归纳 法 推出 结论 : 对 每 一 个 正 整 数 忆 了 含 
有 er 
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ja) 162. 应 用 Fuglede 定理 于 用 Ay, 4, BMA — FH 
CATR, 
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问题 168. 如 果 对 一 切 % 有 14"l<|f1, 又 

M,— {ai |p(@)|>r>4}, 

则 Iff isl? dy, 

问题 154. 证 明 ker 4 约 化 4 然后 略 去 它 不 管 ， 当 ker 4= 
{0}, 考虑 4 的 极 分 解 , 把 等 距 因 子 扩张 成 二 乘 二 西 矩 阵 , 把 正 因 
TIKER REER, 并 注意 使 这 两 个 扩张 可 交换 . 

R155. 所 希望 的 等 距 算 子 口 必须 使 得 如 果 fi, +, Sab 
E H WARE, M US Bi fi) -=D Bef, 

G16. 考虑 由 单位 圆 与 其 圆心 组 成 的 测度 空间 ， 它 的 测 
度 要 这 样 定义 ， 在 贺 上 它 是 规范 化 的 勒 贝 格 测度 而 在 圆心 它 是 单 
WEE, AL? 上 的 一 个 适当 的 乘法 限制 到 多 项 式 全 体 的 集 的 闭 
包 上 去 以 构成 一 个 次 正规 算 子 . 

157. ASEH, 如 果 ATR WB 也 可 逆 ， 利 用 问题 
153 

问题 158. 4-AA)MANA ABBA. 利用 问题 68. 

ER 159. FERAT 下 不 变 的 每 一 个 有 限 维 子 空间 约 
化 B. 

问题 160. WR A EA 是 次 正规 的 , 又 fo,…, fa EH 
HRR, WERE, AS) 是 正定 的 , 带 权 数 feo, 0, or, ++} 
的 加 权 移 位 是 亚 正 规 的 当 且 只 当 对 一 切 % 有 |os|?<| tn | 

问题 161. 利用 问题 118. 

问题 162. WE 4 是 亚 正规 的 , 则 对 每 一 矢量 了 有 

[AFPS A A Fl, 

问题 163. 如 果 4 是 亚 正规 的 。 则 4 的 特征 矢 全 体 的 张 成 
FAAEA MRA 又 是 紧 的 ,考虑 4 在 上 述 张 成 空间 的 正 交 补 
上 的 限制 ,并 应 用 问题 140 和 问题 162. 

问题 1G. 令 瑟 表示 一 个 二 维 希 耳 伯 特 空间 的 (双向 无 穷 
SZ SAHRA, 然后 考虑 HA 上 的 一 个 加 算 子 权 的 移 位 ， 

问题 166. 如 果 C= P UP, P 是 正 的 而 U 是 西 算 子 , 则 O 
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问题 166. 只 须 证 明 如 果 了 和 9 是 单位 矢量 ， 它 们 使 AS, 
站 一 二 《40 N=0 HAF, DERM, UWA) 包含 整个 单位 区 
间 . FESH- Hg, KSI, 并 利用 连续 性 来 论证 . 

问题 167. MRM ANBAR ARS, LT REM 
AN 的 线性 变换 , 则 存在 MR Ee {fi,…, fat MN K 
就 范 正 交 基 gu …, gw}, 并 存在 正 的 数量 mo CG Throng, 
i=1, =, k WE 尸 和 久 是 到 秩 投 影 ， 把 上 面 的 陈述 应 用 于 QP 
E P 的 值 域 上 的 限制 ,并 应 用 Toeplitz-Hausdorff EM b ik. 

问题 168. 试 考虑 对 角 算 子 ， 试 考古 单 侧 移 位 . 

问题 169. 数值 值 域 的 闭 包 包含 压 缩 庶 《 伴 随 算 子 的 点 谱 的 
共 乞 复数 ) 和 近似 点 谱 ， 

问题 70. 4 六 表示 Volterra 积分 算 子 ， 考 虑 1 一 (1 十 
Vv)", 

问题 191， 利用 谱 定 理 ， 把 待 证 的 命题 约 化 成 下 面 的 陈述 : 
如 果 一 个 画 数 的 值 都 在 右 半 平面 中 ， 则 它 的 关于 正 测度 的 积分 的 
值 也 是 如 此 . 

问题 172. 利用 问题 187, 169 F171, 

问题 178. (a) 证 明 逆 否 命题 ，(b) 如 果 |Al=1 H Afa 
fa 1, 则 Afn—fn— 0, 

问题 174. w 


05 
m- o) 
SN 表示 一 个 正规 算 子 , 其 谱 是 回 心 在 0, FA 5 HR, FE 
考虑 
(ju n) 和 ( 7 ). 


yo N 0 1 
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问题 了 5 如 果 14 一 Bj<s 且 1f|=1, 则 Gf, Pew (Bb) 
+(e). 令 吕 表示 单 侧 移 位 并 考虑 UU”, n=1, 2, 3，…. 

问题 176. wO< 的 充 要 条 件 是 Re(1 一 x4)-"! 之 0 对 开 单 
位 图 域 中 每 一 个 2 成 立 ， 写 下 4/《L 一 z?) 的 部 分 分 式 展开 式 并 用 
zA 置换 2. 
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RATT. (a) 假设 所 给 希 耳 伯 特 空间 是 一 维 实 欧 几 里 得 
空间 而 膨胀 空 疗 是 一 个 平面 ， 检查 在 这 情形 下 断 语 的 意义 , MIR 
析 儿 何 证 明 它 , 所 得 公式 可 启示 一 般 情形 的 解 ，(b) 模仿 (a). 

问题 178. 寻找 一 个 适用 的 双向 无 穷 矩阵 ; 利用 解 177 的 技 
巧 和 结果 . 

问题 179. 利用 谱 定 理 证 明 关 于 西 算 子 的 断 语 , RES 
宕 膨胀 的 存在 性 推断 关于 一 切 压 缩 算 子 的 断 语 ， 

问题 180. RA 的 一 个 西 稳 膨 胀 . 

问题 181. 如 果 {fn} 和 {on} 是 瑟 中 矢量 的 有 限 非 零 双向 
序列 ,又 如 果 y= R Af o= DAG, id Lu, v] =È (ui, 94), 


利用 它 作为 膨胀 空间 有 K 的 内 积 的 定义 . 
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问题 182. Wintner, 假定 P RFA PQ 一 QP 十 1 的 谱 
CHER) Ai A (HZ HE). Wielandt, 假定 PQ 一 QP =1, 算 出 P"Q 一 
QP"， 并 利用 算出 的 结果 估计 它 的 范 数 . 

问题 183. 考虑 矢量 的 有 界 序列 全 体 构 成 的 巴 拿 哈 空间 ,以 
零 序 列 为 模 ， 并 且 注 意 到 每 一 个 有 界 的 算 子 序列 在 这 个 空间 上 诱 
导出 一 个 算 子 ， 

RE IBSA. 面 定 卫 并 把 4Q 一 PQ 一 QP 看 作 @ 的 函数 ; 确定 
rQ, 

问题 185. (a) WRD GAO KWARE TARE 
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形 ， 并 模仿 Wielandt 的 证 明 .。 (b) 利用 Kleinecke-Shirokov 定 
H. l 

问题 186. HS MRAM -TPAABEA, 使 得 第 一 
加 项 以 后 的 所 有 加 项 都 在 被 中 ， 检 查 给 定 的 算 子 的 对 应 的 矩阵 走 
示 , 试 把 它 表 示 成 PQ 一 QP， 这 里 的 卫 是 (与 该 直接 和 空间 ) 相关 
联 的 单 侧 移 位 . 

问题 187. 求 一 个 可 着 算 子 PRG ALP CAT AASB; 
应 用 问题 186 于 可 数 多 个 4 十 P14T HARM. 证 明 下 述 引 理 
并 应 用 它 ; WE Bt 是 一 个 换 位 子 , 则 BOC 也 是 . 

问题 186. 如 果 0C=4*4 一 44* 宕 0, 在 卫 (4) 中 取 一 数 入 , 求 
{Sa tE [fal =1 ECA A)Sfn >0, 并 证 明 Cf, > 0, 

问题 189. (a) WHO 4 WIE RL A, (2) ker(1 一 4*4) 
约 化 4， 和 (8) (ker(1—A*A))*c ker(A*A—AA"), (b) 考虑 
一 个 加 权 双 侧 移 位 , 其 一 切 权 数 非 等 于 1 即 等 于 M2. 

问题 190.。 关于 充分 性 , 尝试 一 个 (双向 ) 对 角 算 子 和 一 个 双 
侧 移 位 ， 关 于 必要 性 ， 将 加 法 理论 的 Wintiner 推理 移植 过 
来 . 


问题 191. 利用 问题 1f1i， 然 后 试用 一 个 对 角 算 子 矩阵 和 一 
个 双 侧 移 位 ,模仿 问题 190 中 运用 的 技巧 , 但 应 用 算 子 宠 阵 (代替 
算 子 ). 

问题 192. 利用 问题 111, 并 将 问题 186 的 导言 部 分 移植 到 
乘法 《〈 换 位 子 ) K, 证 明 每 一 个 可 逆 正 规 算 子 是 两 个 换 位 子 的 乘 
P, 


第 二 十 章 Toeplitz 算 子 


问题 193. 必要 性 : 计算 ， 充 分 性 , 利用 问题 115. 

问题 194. 必要 性 ， We. 充分 性 : 对 LP hH f, it Aaf= 
W'APW*f, n=0, 1, 2,…, 并 证 明 序 列 {4。} 弱 收敛 . 

问题 195.。 如 果 <yw> BT, 的 矩阵 ， 则 Yini Yat 
5518-51, 这 里 的 9 一 之 one H => Bes, 
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问题 196. 证 明 WeTPW > LOR), 并 利用 它 证 明 ， 如 果 
0EH(D), 则 0EH(T). 

问题 197. 令 K 表示 下 * 的 核 函 数 , 并 对 也 中 一 个 固定 的 
yn 中 一 个 固定 的 多 BIO=|EO-W)FO. HF 
9(y) =0, BAG LK, AT POE T, 的 (压缩 ) 谱 中 . 
问题 198. ME p EXE T, S=0, N pS S 是 实 的 且 属 
于 HL i 

问题 199. 如 果 g 是 实 的 且 T, TH, 则 pf EE, rea 
W sgn p ERA, 
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解 工 ”二 次 型 序列 的 极限 也 是 二 次 型 ， 

证 ， 与 每 一 个 二 元 函数 加 相 伴 ,有 一 个 由 式 罗 (/) 一 $f, 月 
定义 的 一 元 函数 G 与 每 一 个 一 元 函数 由 相伴 ， 有 一 个 二 元 函数 
pt, 由 下 式 定义 ， 

WG, D =e (FED) -4 (Ff -9 ) 
+i (Farin) ob (Si). 

AOI fH: EAL, BN B= Pt, AR A, Bmp, 
如 果 (a) 是 一 个 二 次 型 序列 且 BEE BL, 对 每 一 矢量 
b> OD). BYE > eB SU, BEE oe dE 
POKA, BSG i BP ORAL, FG OR, 
HAF a BA tO, 因此 省 是 二 次 型. 

序列 的 下 标 集 《 即 自然 数 集 ) 在 上 面 的 论证 中 不 起 什么 作用 ; 
对 于 任意 长 度 的 有 序 序列 而 且 更 一 般 地 , 对 于 有 任意 结构 的 网 ， 
证 明 同 样 有 效 

解 2。 HT ARMM RE, ME R—I HEN = A9). 
任意 选择 一 个 固定 的 就 范 正 交 基 Mo) 且 依 此 展开 9:9= 习 per 
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HF 
B= Cg, e) = Ce, 9)" =E(G)", 
REg 可 以 由 下 式 获得 ; 
9 一 之 E (es) "es, 
如 果 已 知 黎 斯 表示 式 的 存在 性 ， 上 面 的 推理 就 证 明了 唯一 性 并 且 
展示 了 表示 泛 函 的 矢量 的 坐标 ; 而 现在 是 要 证 明 存 在 性 , 从 这 个 观 
点 看 来 ， 主 要 问题 在 于 证 明 级 数 > Bei; 的 收敛 性 ， 这 里 , By= 
Ele)". 
对 下 标 集 的 每 一 有 限 子 集 7, 记 n=) Bei, TE 
ECan) = 2 FA 


因而 pà ePi igl- 1él EAA Bil”. 
ERAR SAA <lél, 
因而 之 16 二 co. 


这 个 结果 证 明了 记 法 g= > Be; WARE. 如果 7 一 之 563, 则 
E= Zos (65) =Z api = (f, 9), 
证 完 . 

RES. 闭 单位 球 的 界 点 是 单位 球面 的 矢量 (就 是 单位 矢量 ， 
即 具 有 |f| = 的 矢量 月 .所 以 待 证 的 是 ,如果 f=tg+ 1-2 h, 
其 中 0<t<1, 十 一 二 gj<1, ASL, 则 f=g—h, 从 观察 

1=(f, P=; igt A—-dh) =t(f, DHAOR 
开始 . HENS DI<1B1CF,4)1<1, BC, 9) = F, h= 
XP FA 3 A Pe A EPR S g 以 及 
J WA, Schwartz 不 等 式 都 退化 了 ,而 这 蕴涵 g AA RE SR 
fF. idg-af, A=Bf, 由 于 1=(f, Y=, af) =0*, RAW 
A i=, wE. 

M4. 由 于 每 一 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 有 一 个 子 空间 与 工 ?(0， 
DAW, 只 需 描 述 相应 于 这 个 特殊 空间 的 构造 法 ， 这 是 易于 描述 
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HM. BOSKI 4f/ORMEM [0, 组 的 特征 函数 ; 换言之 , 按 
0<s<# 或 4<s<1 而 令 CD)() =1 或 0 如果 O<a<d<1, 则 


1F®)-F@P=[1 FO) @-F@) © Pa 
=f'ds=b—a, 


这 蕴涵 了 是 连续 的 , 简单 性 和 正 交 性 条 件 的 验证 是 明显 的 ， 
关于 切线 的 存在 问题 ， 易 见 在 任 一 点 增 量 的 比 不 趋 于 一 个 极 
限 ， 的 确 ， 
| LO si)? P 1 


| SlIr Fale 


这 式 子 十 分 明和 白地 指明 是 处 处 不 可 微 的 . 

关于 这 个 鬼 造 法 ， 虽 然 没 有 什么 数学 上 的 唯一 性 ， 但 说 也 奇 
怪 , 根据 经 验 , 上 述 的 例子 倒 象 有 心理 上 的 唯一 性 ; 每 一 个 试 解 本 
题 的 人 似乎 都 得 到 同一 个 答案 . 

无 穷 维 性 在 上 述 的 特殊 证 明 中 是 明显 地 用 上 了 ， 但 这 并 不 蕴 
WERTH, CRB: 检查 一 下 有 限 维 的 情况 很 
有 启发 性 . 

与 上 述 类 似 的 构造 法 在 谱 测 度 理论 中 是 习 见 的 (参看 Halmos 
[1951, p. 58]). 如 果 召 是 定义 于 [0, 1] 的 一 切 Borel 子 集 上 的 
WWE, 对 每 一 Borel 集 M, HUD ARRI M 的 特征 函数 的 算 
子 , 又 如 果 。 是 取 常 值 工 的 函数 , 则 上 述 曲线 可 由 下 式 定义 

fF) =EC(D, ile. 
这 个 讨论 指明 了 怎样 去 构造 许多 突 转 连续 曲线 的 例子 ， 应 用 各 种 
不 同 的 谱 测 度 并 作用 于 不 同 的 矢量 .不 一 定 限 于 考虑 以 全 区 间 为 
支 集 的 连续 谱 测度 , 但 这 样 做 却 是 明智 的 , 这 些 假定 保证 了 每 一 非 
0 矢量 都 可 充当 上 例 中 e 的 角色 . 

D. 如果 一 个 项 耳 伯 特 空间 的 正 交 维 是 无 穷 的 ， 则 其 线性 
维 大 于 或 等 于 3"， 

(请 记 起 ， 如 果 一 个 希 耳 伯 特 空间 的 线性 维 或 正 交 维 中 有 一 
个 为 有 限 , 则 另 一 也 是 有 限 , 且 两 者 相等 , ) 
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=] 


证 .主要 工具 是 集 论 中 一 个 有 着 若干 应 用 的 奇妙 的 结论 ， 存 
在 一 个 以 正 整数 集 的 无 穷 子 集 为 元 素 的 具有 基数 2* HY KT}, 
使 当 st 时 均 有 J 由 Ji 有限， 这 里 简单 地 介绍 这 种 集 类 的 构造 
法 。 由 于 正 整 数 与 有 理 数 之 间 有 着 一 一 对 应 , 只 须 证 明 具有 所 述 
性 质 的 诸 有 理 数 集 的 存在 性 ; 这 又 只 须 对 每 一 实数 二 令 J 表示 以 
t 为 其 唯一 聚 点 的 无 穷 有 理 数 集 即 可 . 

现在 假设 {e e es …} 是 希 耳 伯 特 空间 E 的 一 个 可 数 就 范 
正 交集 , LS 7 一 习 名 ov 人 (富里 时 展开 式 ) 是 一 个 任意 矢量 , 它 使 得 


对 一 切 n 有 去 0。 如 果 LT} 是 如 上 所 述 的 一 个 正 整数 集 类 , 记 
fi = DEn RIBS: KMS REAR. WA, RA SH 


个 有 限 级 性 组 合 为 0 Bi 3 aif, 0, FHEIL R Sa f 


有 无 穷 多 个 不 属于 J, 的 整数 , 得 知 J, 至 少 含有 一 个 整数 ， 如 n, 
不 属于 任 一 J 天 1)， 由 此 推 知 én 因而 由 2 天 0, 得 ou= 
0， 自 然 同 理 可 证 对 每 一 $==1,…, h, 有 ao 一 0, 

这 个 结果 就 是 在 着 耳 伯 特 占 间 理 论 中 线性 维 概念 不 其 重要 的 
主要 理由 .在 希 耳 伯 特 空间 的 文献 中 词 “ 维 "总 是 指 “ 正 交 维 ”. 

本 问题 还 有 更 简单 的 解答 ， 但 前 文 的 论证 却 在 某 种 意义 上 具 
有 别 的 解法 所 缺乏 的 初等 性 ， 简 解 的 例 ， 每 一 个 无 限 维 希 耳 伯 特 
空间 可 认为 包含 LO, 1) ,而 解 4 PR RRHRS ft), 0<t<1, 
形成 具有 基数 2° 的 线性 无 关 和 集 ， 另 一 例 : 每 一 无 穷 维 希 耳 伯 特 
空间 可 认为 包含 名 而 矢量 

gH =, t, By >, O<t<I, 

构成 具有 基数 2* 的 线性 无 关 集 . 

解 6. 如 果 0<|a|<1 且 对 b=1, 2, 3, fy= <1, a" a, 
ak, >, WIE fe RP, 

证 ， 最 快 的 证 题 途径 可 能 是 去 寻求 一 个 与 所 有 fe EX HR 
tf. MLAS f= =<£o, £1, és, +>, W 


0=(f, f) = Sho, 
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换 句 话说 , BMD Ea Mesa” (k=l, 2, 3, =) 时 都 等 于 0 
因而 它 恒 等 于 0， 结论 ;对 所 有 的 加 名 一 0, 故 j 一 0， 

间 题 的 提 法 带 有 欺骗 性 ， 解 答 中 短 oe 的 算术 结构 不 起 作用， 
如 果 以 任意 数 om FREE oz( 对 应 地 , 以 o RE 同样 证 法 仍旧 
适用 ， 只 须 诸 数 ow 以 单位 圆 域 的 某 内 点 为 到 点 。 (注意 如 果 
Š 1&1?<oo, MAEM Ss Soe" 的 收敛 半径 大 或 等 于 工 .) 

这 个 结果 是 关于 Vandermonde 矩阵 的 众所周知 的 事实 的 浅 
易 推广 , 而且 上 面 所 出 的 证 明 也 适用 于 有 限 维 的 情形 . 如 果 成 玫 
RK m(=1, 2, 3,…) 的 序列 Eo =, En) 全 体 组 成 的 四 维 
希 耳 伯 特 空间 , 又 如 矢量 fiki, m) 由 f= 《1, on, *…， a > 
定义 (这 里 ，0< la |<1 HE or BE), .jj IIR bn. 
的 确 , 如 果 S- Eo =, Ema? HREM fe, WS oi" 一 0， 即 
(BS) m—-1 KS HAS Set 在 中 个 互 异 的 点 等 于 0， 因而 恒 等 
于 0 

解 ?. 求证 的 是 ,如 果 fol G1, 2, 8,…), 则 fo=0. 设 
jz 0 W {fo fa, fay 是 非 0 矢量 组 成 的 一 正 交集 ， 因 此 是 线 
性 无 关 的 , 下 面 的 论证 的 目的 就 是 指明 这 是 不 可 能 的 。 这 论证 实 
质 上 同 于 Birkhoff-Rota 用 的 证 法 ， 但 稍 简单 CH J.T. 
Rosenbaum 发 现 的 ， 

首先 选 一 正 数 使 

之 les—fs[P<1; 
下 面 可 以 看 出 ,对 这 个 呈 说 ,矢量 .Jo, Say …, Ja 线性 相关 。 记 
n= frees k=0, 1, =n, 

出 于 每 一 gr 属于 e t, 64 Fe 维 ) 张 成 空间 , 又 由 于 ge 的 个 数 
是 nti, 得 知 诸 gx 必 线 性 相关 , 例如 有 


By %ge= 0, 
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SCL 0= Ead DD So frs e Jen 


太一 


HTH & 线性 无 关 ， 上 式 各 端的 和 数 中 的 系数 一 定 都 等 于 0， 换 
各 话 说 , 如 果 


; h= Saf 
H Ale, =, en, KAR o 的 富里 时 展开 式 计 算 其 范 数 ， 
ia? S10, od? 

(因为 对 Js Hh Le) 

=È | (h, e) T (h, fò |? 
(AN, REL ART Jo Jio …, fo 的 张 成 空间 , AI joe 有 
hL fi) 

<2 jal. efl’. 
n Aye RAH, 除非 R=0, RIG He RP) HEA 
h=0, Bp fo, fi, dn 确实 线性 相关 ， 

可 以 从 另 一 途径 考虑 这 个 证 明 , 它 略 欠 初 等 , 但 却 稍 省 计算 ， 
且 或 更 为 明晰 ， 求 % 如 上 述 , 首先 仅 在 诸 6; 的 线性 组 合 全 体 上 定 
义 一 个 线性 变换 4 UNF: 
46 一 6j 如 果 GSN, 
H. Ae;=f;, WR jn, 
如 Fk f= Bi Ee (ART), 则 
A 

<2 ie je 一 广电 

<Ifl ph. 
HERAT 1 一 4( 在 上 述 定 义 域 上 ) 有 界 且 以 

pa lles—F;ll? 

为 界 , 而 此 式 严 格 小 于 1， 这 蕴涵 (Halmos[1951, p. 52A 可 以 
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《唯一 地 ) 延 拓 成 HE 上 的 一 个 可 逆 算 子 ( 仍 可 以 4 表示 )。 4 的 可 
DATE Bi WHE BE o, en Saat, Fuga, (C1 On, Engi, Enga oo FE A 
下 的 象 ) 张 成 空间 H, 由 此 推 知 , WRM E 户 : fase, … 的 张 
成 空间 , 则 dim M =n, HE: RE fi, oo, Jm Jars Saga, … 张 
成 空间 H, 

#8. 只 须 证 明 如 果 dim M=1, 则 M+N 闭 ; 对 维 数 行 归 
纳 法 即 得 一 般 情形 的 解 。 因此 可 设 M 由 一 个 矢量 fo 张 成 ， 于 是 
M+N 出 形 如 afotyg 的 一 切 矢量 组 成 ， 这 里 a 是 一 个 数量 而 
JEN. 如果 foEN, 则 下 十 = 和 ,此 时 没有 什么 需要 证 明 的 ， 
MR SoEN, 令 go BA fo HEN 中 的 投影 , 即 go HAN PH fo— 
GoLN 的 唯一 矢量 . 

现在 注意 如 果 g EN 中 一 个 矢量 , 则 

la fotg| = lal fo—go) + (agot g) |? ]a]?. | fo- gol? 
《由 于 fo 一 go 上 Lago 十 9), 或 
afotg| 
|a| < gore ? 
旦 因此 有 
lol =| Cfotg) —afol 
<laforg| + Petal ifa), 
这 些 不 等 式 蕴涵 M+N OA afo+g 的 集 ) EB. 的 确 ， 如 果 
On fot Gn > h, AML {on fot On} 是 一 个 哥 西 序列 , 则 以 上 诸 不 等 式 
200A {om} 和 {Ont 都 是 哥 西 序列 ， 由 此 知 an >a H ga >g, 而 g 
自然 属于 N, 从 而 有 h=limg (æn fot gn) =afotg. 

解 9. 一 个 希 耳 伯 特 空间 H 的 子 空间 格 是 模 格 尖 且 只 当 
dim H<% (8 N ZAREN) 它 是 分 配 格 当 且 只 当 dim H<1, 

证 ， 如 果 开 是 无 穷 维 的 ， 它 必 有 两 个 子 空间 M AN 
MQN=({0} i? M+NéMVN (SAPE 4). RAMAN, 
可 在 天 VN 中 求 得 一 个 不 属于 M+N 的 矢量 fo, FL RAN A 
fo 的 张 成 空间 ， 据 问题 8 工 等 于 对 和 fo 张 成 的 一 维 空间 的 矢 
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BA, REH, L PE- -RERA afo+g 的 形式 ,这 里 ,a 是 一 数量 
ii g HN, 

LAMVN 都 含有 fo, 因 此， 其 交 也 是 如 此 .， 另 一 方面 
LNM= {0}, Eh: 如 果 afo+gEM( 其 中 gy 属于), 则 of.CM 
+N; 3X20 a=0 从 而 y=0， 结 论 ; (LNM) VN=N, NAS 
fo. 

前 面 的 论证 是 本 题 证 明 中 仅 有 的 需要 无 穷 维 性 的 部 分 ， 证 明 
的 其 余部 分 仅 须 简易 的 有 限 维 几何 学 ， 请 读者 补足 之 .读者 须 坚 
信 自 己 能 完成 这 项 工作 , 切 勿 中 途 放 弃 ， 

解 10， 在 一 个 n( 二 No) 维 希 耳 伯 特 空间 中 ( 闭 ) 单位 球 是 On 
维 实 欧 氏 空间 的 闭 有 界 子 集 ， 所 以 闭 单位 球 是 紧 的 ， 由 于 平移 及 
伸缩 是 同 胚 变换 得 知 每 个 闭 球 是 紧 的 ; 由 于 开 球 构成 拓扑 的 一 个 
基 , 得 知 空间 是 局 部 紧 的 ， 

反之 ,假设 A 是 局 部 紧 希 耳 伯 特 空间 ， 前 段 的 论证 可 以 这 样 
倒转 过 来 : 局 部 紧 的 假定 蕴涵 每 一 闭 球 是 紧 的 , 而 闭 单位 球 特别 是 
如 此 .为 推出 有 限 维 性 , 可 注意 两 个 互相 正 交 的 单位 矢 的 距离 是 
3, 因此 每 一 直径 M2 (或 更 小 ) 的 开 球 至 多 只 能 含 每 一 就 范 正 
交 基 中 的 一 个 基 元 ,直径 V3 的 一 切 开 球 的 类 是 闭 单位 球 的 一 个 
开 覆 盖 ; 闭 单位 球 的 紧 性 草 涵 每 一 就 范 正 交 基 都 是 有 限 的 ， 故 知 
HEA BREAD. 

fell. mydimH<, hj H 有 一 个 至 多 可 列 就 范 正 交 
基 . 由 于 H 中 每 一 矢量 是 基 矢 量 的 有 限 线性 组 合 的 极限 ,得 知 
H 中 每 一 矢量 也 是 其 系数 的 实 部 及 虚 部 都 是 有 理 数 的 这 样 的 线 
性 组 合 的 极限 ， 这样 的 有 理 系 数 线性 组 合 全 体 的 集 至 多 可 列 , 因 
je H 是 可 分 的 . 

反之 , BB {o fo, fs,…} ZH 中 一 个 至 多 可 列 稠 集 ， 如 
Rig} EH 的 一 个 就 范 正 交 基 ， 则 对 每 一 下 标 j， 存在 一 个 下 标 


使 得 上 一 gj 过 仿生， 由 于 半径 是 而 中 心 是 互 异 的 gy 的 
两 个 开 球 不 相交 ,映射 j> 是 一 对 一 的 ; 这 昔 洱 下 标 了 的 集 的 基 
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数 不 大 于 Xo. 
Gram-Schmidt 程序 提供 着 命题 的 另 一 证 骨 途 径 ， 由 于 通常 
描述 这 个 程序 时 仅 涉及 线性 无 关 序 列 , 可 先 自序 列 {fa} 中 弃 去 一 
切 是 其 前 面 的 项 的 线性 组 合 的 项 。 完成 这 一 步 后 ， 即行 Gram- 
Schmidt 程序 以 使 此 序列 就 范 正 交 化 ， 所 得 就 范 正 交集 一 定 是 至 
多 可 列 的 ; 由 于 其 张 成 空间 仍旧 同 于 原 序列 { fs} 的 张 成 空间 ， 所 
以 它 是 一 个 基 
12. 由 于 据 定义 , 测度 应 在 平移 下 不 变 , 不 失 一 般 性 , 可 
仅 考虑 以 0 为 中 心 的 球 。 如 果 BB 是 如 此 的 一 个 球 ， 有 半 色 rO 
O); 又 如 {en en, €s, coo} 是 空间 中 一 个 无 穷 就 范 正 交集 ,考虑 中 心 
在 (r/2)ev 具有 半径 7/4 的 球 Ba H Ba 一 {f: 1 一 (1/2)enl <0/ 
4}, Mf EBs, m 
fis f—te +) ten 
因此 BoB, WESEB, 而 gE Bw 由 


Fates yea 川 + 中 十 jg 一 onl, 
RA: MAR nA m, 则 
jy 一 外 > 号 V3 一 工 一 开 >0， 
所 以 如 果 ? 尖 加， 则 B, 与 Ba 不 相交 ， 由 于 ， 据 不 变性 , 一 切 B。 


有 相同 的 测度 , 得 知 B 包含 无 限 多 个 不 相交 的 具 相 同 正 测度 的 波 
雷 耳 集 ; 从 而 B 的 测度 一 定 是 无 穷 大 ， 
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| 解 13. 如 果 S 是 耳 中 一 个 弱 闭 集 ,又 若 {fs} 是 S 中 一 个 
矢量 序列 使 fn > fF CGR), W 
Ifa D- GF, MIS) fa- Fil gi, 
因而 . 妃 一 了 《〈 弱 ), 所 以 和 ES8、 这 证 明了 弱 闭 集 都 是 强 闭 的 ; 事实 
上 ,上 述 证 明 也 指明 了 每 一 集 的 强 闭 包 必 包 含 于 其 弱 闭 包 中 , war 


<T, 
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BR YE CL, SRP OR ESB PY) 可 以 从 就 范 正 交 序 列 
fei, es, ea, =} DH en > 0 (HR) 这 个 奇特 事例 演绎 出 来 ， 理由: 
对 每 一 矢量 S, BARS 6) 是 的 富里 叶 系 数 ， 因此 它们 
也 是 一 个 绝对 平方 收 全 级 数 的 项 。 由 此 得 知 en 全 体 的 集 在 弱 拓 
扑 中 不 是 闭 的 ; 在 强 拓扑 中 它 是 离散 的 因而 是 闭 的 ， 处理 逆 命题 
的 另 一 方法 是 提出 一 个 强 开 但 非 弱 开 的 集 ; 开 单位 球 就 是 这 样 的 
一 个 集 . 为 了 证 明 , 其 实 只 须 注 意 到 , 在 一 个 无 穷 维 空间 中 弱 开 集 
都 是 无 界 的 ， 

尚 待 证 明 的 是 子 空间 是 弱 闭 的 ， 如果 {fa 是 子 空间 M 中 的 
序列 , LE fs -> 了 ( 弱 ), 则 据 定义 ,对 每 一 9 有 fn D>C, D). 
由 于 每 一 了 ,与 四! 直 交 ,得 知 | M1, 从 而 AEM. 这 个 论证 指明 
了 MM 包含 M 中 一 切 弱 收 敛 序列 的 ( 弱 ) 极 限 , 但 这 还 不 足以 证 实 
MM 是 弱 闵 的 结论 的 正确 性 .在 这 本 书 中 , 到 此 为 止 并 不 知道 弱 折 
扑 是 可 距离 化 的 , 因而 序列 闭 包 可 能 有 异 于 闭 包 ， 这 也 易于 补救 ; 
只 须 观 察 到 上 文中 用 到 序列 的 论证 只 须 以 词 “ 网 ” 代 蔡 “序列 ” 便 照 
样 行 得 通 , 一 个 记号 都 不 须 改动 , 而 网 闭 包 则 恒 与 闭 包 相间 . 

解 14. 证 明 依据 一 个 熟悉 而 显 易 的 计算 ， 

[fail =C Sa, faf) 
=l fal =C, fd 一 (7 NHI. 
由 于 -> 了 ( 弱 ), 带 负 号 的 项 趋 于 | 了 3, 又 由 假定 ,第 一 项 也 是 如 
此 .结论 ; 如 所 断言 ,| 六 一 站 -> 0. 

15. -aT HEALTH AH, 

证 ， 可 列 集 张 成 的 空间 恒 为 ( 强 ) 可 分 空间 ; 所 以 只 须 证 明 , 如 
果 一 个 可 列 集 S 在 希 耳 伯 特 空间 联 中 弱 稠 审 , 则 & 的 张 成 空间 等 
TH, 只 要 观察 的 方向 对 头 , 这 也 是 显然 的 。 BEM, SHER 
空间 是 一 个 ( 强 闭 ) 子 空间 , 从 而 ， 据 问题 18, 它 是 弱 闭 的 , 同时 它 
又 是 在 Hag ay, 所 以 它 必 等 于 H, | 

FE AURFANCERLRMOLRHRE. f mes 
HEADH, 则 必 为 S 中 某 序列 的 极限 ， 这 种 说 法 并 不 是 先 验 地 
明显 的 ， 
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解 16. 只 须 讨论 f=0 的 情况 ， 如果 [fs 一 0， 则 由 于 当 
I=L ERI Sa DISI iol = fel, AM, MITA, So, M> 
0( 一 致 )， 

反之 , 假设 对 每 一 正 数 ,如 果 % RAK, 便 有 

(Ca DI <e 5 igl =i; 
一 致 性 表现 在 所 要 求 的 % 的 大 小 不 依赖 子 9g。 可 以 推 知 , WR n 
充分 大 则 


当 9g £0 BY, (fir) <2, 


从 而 有 对 一 切 g, |Gm 9) |<elgl, 
所 以 ,特别 是 ( 置 9 一 名 ) 当 见 充分 大 时 ， 

(Fal elal 
或 lFall<e, 


注意 上 述 论 证 具有 完全 的 普遍 性 ; 它 适用 于 一 切 网 , 不 仅 适 用 
于 序列 ， 

解 17. 已 给 希 耳 伯 特 空间 H, xy 瑟 中 每 一 矢量 f, 令 D # 
复 平面 中 的 闭 圆 域 {z: |2|<] fl}, ES DERMA D; -EJL 
乘积 , 赋 以 惯用 的 乘积 拓扑 ， 对 单位 球 中 每 一 9 MALO CS, g) 
是 卫 中 一 点 ， 可 说 是 Sg). 如 此 定义 的 上 映 象 5 是 一 个 从 单位 球 
(上 共 弱 拓扑 ) 到 了 (其 乘积 拓扑 ) 的 同 且 ， 的 确 , MISC) =5(g;)， 
Mew, MEMO SAK 91) 一 (f，g9s), 则 显然 有 gi 一 gs， 因 
此 5 是 一 对 一 的 ， 关 于 连续 性 . 

gy 一 9 8) 当 且 只 当 (f, g>, 9) 

YH 中 每 一 成立, 而 这 又 当 且 只 当 在 DD 中 5(9))-> 5(g) 时 才 会 
WE. H 上 线性 泛 函 的 黎 斯 表示 定理 蕴涵 8 的 值 域 怡 由 D(H 上 
某 些 复 值 丽 数组 成 的 集 ) 中 的 那样 的 元 崇 上 组 成 , 这 些 上 事实 上 就 
EH LW DRS TL 的 线性 泛 函 . 

到 此 为 止 的 论证 完成 了 构造 一 个 从 单位 球 到 紧 Hausdorff 空 
间 卫 里 的 同 肥 5, 并 且 完 成 了 5 的 值 域 的 认定 . 论证 的 其 余部 分 
将 证 明 这 值 成 闭 ( 因 而 紧 ) 于 D; 这 一 步 完成 后 ,单位 球 的 弱 紧 性 随 
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即 得 到 ， 

“是 线性 泛 画 ?这 个 性 质 是 一 个 具 “ 有 限 特征 ”的 性 质 ， 这 就 是 
bi: € 是 一 个 线性 汉 函 当 且 只 当 它 满足 这 样 的 许多 方程 (有 无 穷 多 
个 ), 这 类 方程 的 每 一 个 都 只 包含 瓦 中 的 有 限 个 元 素 ; 由 此 可 推出 
线性 泛 函 全 体 的 集 在 卫 中 闵 . 详细 地 说 ,可 考虑 固定 的 数 偶 a 和 
o URRE faM 户 , 并 构成 卫 的 子 集 卫 (aa，oa, fs, Ja), CR 
TREN: 

Ela, a2, fr, fo) = {EE D: E(u fit+ cafe) 
=é (J1) +006 (fo) }, 
具有 限 特征 性 质 的 那个 断 语 相 当 于 说 ，D PARR RS KAR (5 
Ry (Eh) EI El, a fa, fo) 的 集 的 交 . 由 于 乘积 拓扑 
FA) FEE SC HEE HB R Be E> EC a), E > EC fo) FUE > E (a fat oo fe) PAY 
每 一 个 在 DD 上 连续 , 得 知 每 一 个 集 El, oo, fr, fo) 是 闭 的 , Mi 
ô 的 值 域 是 紧 的 ， 

上 面 的 证 明 与 更 一 般 的 Tychonoff-Alaoglu 定理 ( 巴 拿 哈 空 
闻 的 共 斩 空 间 的 单位 球 是 弱 " 紧 的 ) 的 证 明 除 符号 外 没有 差异 . 

解 18. 在 一 个 可 分 希 耳 伯 特 空间 中 单位 球 的 弱 拓 站 是 可 距 
离 化 的 ， 

证 1. 由 于 单位 球 B 是 弱 紧 的 (问题 27)， 只 须 证 明 BAS 
拓扑 存在 一 个 可 数 基底 ， 为 此 目的 , 令 {hi f=1, 2, 3, - BSR 
中 一 个 可 数 稠 集 , 并 考虑 由 下 式 定 义 的 ( 卫 中 ) 弱 基 邻 域 : 

Ulp, g, 1) AF EB: | (fhe, hi) <2, j=1, =, r}, 
此 处 p, g, r=1, 2,38, =. HUE. 如 果 SfoCB, 大 是 一 个 正 整数 ， 
;gp 是 任意 矢量 ,又 8 是 一 个 正 数 ,又 设 

U={f CB: |(f—fo, 9)|<s, i~1,.…, k}, 
则 存在 整数 2, g, 了 使 得 
foEU(CD q, NCU, 
证 明 以 常用 的 不 等 式 方法 为 基础 
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[Cf—fo, 9) |<|Cf—Ap, R)I +] mfo hy) | 
+| Cf —fo, gh) | 
<| CF hp hi) | + |p Sole il 
tif- —fol*lgs—Asl. 
可 如 下 论证 ， 对 每 一 让 二 1,…, 候选 择 广 使 io =h BUME, H 


选 p 使 1 一 fol 很 小 ， 具 体 地 说 . 选 9 使 tk, 选 产 使 19 一 


hyl <1/2q, HE r E j<r H i=l, ERY, 而 最 后 选 P 使 | 一 
Fol <1/qm, Iik m= max {| :j=1, =, 7}， 如 7 一 14，…,7, 则 


I (forte, DIS -hl 
于 是 foE 0(p, q, r). MRFEUCD, q, r)i i=, +, k, I 
fry h< <E, 


8 
& 
[aol “Irs |< -m<, 
而 © A-flat <2, 


《 记 住 ISEE ffol<1), 由 此 知 fEUD, 证 完 ， 

1:2. 还 有 另 一 个 可 供 选择 的 证 明 程序 , EN SAR 
示 而 且 有 这 样 的 贡献 (如 果 这 可 以 说 是 贡献 )， 邯 它 为 B 的 弱 拓 扑 
提供 了 一 个 具体 的 了 距 离 ， 令 de, en es, +} SEH 的 一 个 就 范 正 

基 . (假定 基 是 无 穷 的 无 损 于 一 般 性 ; 在 有 限 维 的 情形 ， 所 有 这 
些 拓扑 问题 都 成 为 不 足 道 的 . ) 对 每 一 矢量 jf, 记 


1 
lf | = Baar |S, e) |; 


由 于 ICS, ISIS 这 级 数 收敛 并 且 定 义 一 个 范 数 ， 如 果 对 任 
BRT BHS, g, Raf, g9)=| fgl, W dj B 中 一 个 距离 ,要 
指明 a 距离 化 了 BIH RAE f,>0 (GERA 
|fs| 一 0 GER, 距离 4 在 A 全 空间 上 有 意义 但 它 与 了 的 弱 拓 
扑 的 关系 不 同 于 它 与 也 的 弱 拓 扑 的 关系 ， 下 面 的 论证 所 需要 的 
是 B 的 元 素 依 一 致 拓扑 的 有 界 性 ). 
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假定 fa 0 G, 因此 特别 有 , 对 每 一 7 Mn co WC, 
ej) 习 0，|f| 的 级 数 的 尾部 对 一 切 nn 一 致 地 小 (事实 上 ,| 了 | 的 级 
数 的 尾部 对 B 中 一 切 了 一 致 地 小 )， 现 在 弱 收 敛 的 假定 丝 涵 | fal 
的 级 数 的 每 一 特定 的 部 分 和 当 n 变 大 时 变 成 很 小 由 此 可 知 
lfn|-> 0, 

假设 [fal 90, 由 于 [Sa 的 级 数 的 和 优 于 (大 于 ) 每 一 项 , 得 
知 对 每 一 六 “noo 时 (fa, 0) > 0, HIE g 是 6 的 有 
限 线性 组 合 , 则 (六 N70, RAMREASCSALMEH. W 
AEH, 则 

|an WLS] fa, A-O I+| Fa, DI. 

选择 g 使 1h 一 gj 很 小 (而 因此 | Coe, Ag) | 也 一 样 地 小 ), 然后 选 
使 | fa, 9) | 很 小 ，( 这 里 的 论证 是 一 种 标准 的 论证 , 它 有 时 被 
作为 一 个 独立 的 引 理 ， 在 一 个 稠密 集 上 满足 弱 收 敛 条 件 的 有 界 序 
列 是 弱 收 敛 的 )， 结 论 ; fs 一 0 G). 

解 19. 如 果 希 耳 伯 特 空间 H 的 单位 球 的 弱 拭 扑 是 可 距离 
kH HATH, | 

证 ， 如 果 单 位 球 B 是 弱 可 距离 化 的 , 则 (由 于 它 是 弱 紧 的 ) 它 
也 是 弱 可 分 的 ， 令 {fain=1, 2, 3, …} 表示 一 个 在 B 中 弱 稠 密 
的 可 数 集 , WI mf, m, n=1, 2，3,… 的 矢量 全 体 的 集 在 瑟 中 
弱 笛 密 ( 理 由 : 对 国定 的 m, mfa SKF mB, 而 UnmB-=-H), 
回忆 起 弱 可 分 希 耳 伯 特 空间 必 是 可 分 的 ( 解 15), 证 明 即 告 完成 . 

解 20.， 设 工 是 也 中 一 个 弱 有 界 集 ， 其 体 地 说 ， 就 是 |C, 
Q\i<e( 用 对 工 中 一 切 g 成立， 如 果 瓦 是 有 限 维 的 , 容易 得 证 ， 
的 确 ,如果 fer, …, ent 是 H 的 一 个 就 范 正 交 基 , 则 


IG D= (ÈG, ve, g) =È, oe o| 


< fF oE oi 


<|fl ‘nmax{o(e), my len) fs 
而 一 切 都 已 解决 ， 
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MER H 是 无 限 维 的 ,并且 假定 结论 是 廖 误 的 。 从 这 个 假定 
可 以 得 推论 ; 存在 工 的 元 素 gi 及 单位 矢量 e 使 得 | (61, g>, 
工 所 诱导 的 诸 线性 泛 函 ( 即 ， 喘 象 了 一 ( 户 D, 9 RF DEG, gz 
张 成 的 至 多 二 维 空间 的 正 交 补 空间 上 是 和 否 有 界 ? 如 果 有 界 , WE 
DEH LAR, 与 现在 假定 的 相反 .。 从 这 段 论证 可 得 推论 ， 存 在 
着 工 的 元 素 gs 以 及 与 e Rg 正 交 的 单位 矢量 oa, 使 | (ez, go) | > 
2(a(e) +2). 循 此 思路 ,如 前 论证 : 工 所 诱导 的 线性 泛 函 在 eu ea 
G1, 9 所 张 成 的 至 多 四 维 空间 的 正 交 补 空间 上 不 能 是 有 界 的 ; 从 
而 如 前 断言 : 存在 着 IT 中 元 素 gs 以 及 与 61, @ RH, Ja 直 交 的 单 
位 矢量 es, 使 得 


| Ces, gs) | 8 Calea) +5 a (és) +8), 


由 归纳 法 , n 步 之 后 , 可 得 工 的 元 素 go UR G, +, en 及 
Gi, a Gn SEZ AR Engis 使 


| (ness Snes) | (+1) (Bala) ++) 


Bee E S-È( e MF 


È 
I, Inra) |= HA Gar) 十 一 一 一 1 (Engis Gn4t) 
> + ale) +> 二 2 十 了 (34 = ale) +n-+1) 
=n+1, 


Ay AT AR ARE AR, 它 也 不 可 能 是 弱 有 界 的 。 

这 个 证 明 属 主 D. E. Sarason, 其 特例 见于 von Neumann 
(1929, 脚注 32] 和 Stone [1932, 59 页 ]; AKkhieser-Glazmamn[1961， 
45 页 ] 中 有 近 于 一 般 情 形 的 论证 . 

fk 21. 令 {e 6s 63，…} 表示 H 中 一 个 无 穷 就 范 正 交 集 ， 
且 令 卫 表 示 形 如 VN n'en n=1, 2, 8, - MRSA. Bi 
语 : RAAT ER SAA. RM, 假定 

{ICF g) <e, i=l, +, k} 
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A 


是 0 的 一 个 基 弱 邻 域 。 几 于 对 每 一 5 SI] Ce er) 上 之 oo， 得 知 
D(X Ge, a)l) <co( 有 限 个 平方 可 和 序列 的 和 仍 是 平方 可 


n=1 \ia 


和 ). EREDE n AER D | (go ed] < 7 《否则 两 边 
取 平 方 并 考虑 调和 级 数 )， 如 果 已 选取 使 此 不 等 式 满足 , 则 特别 
Hy eo) ]<< 了 7 让 对 每 一 4 成立, 而 因此 对 每 一 多 一 二 oo, k) 
有 | (men， gi) | <6, 

H 的 弱 不 可 距离 化 的 性 质 可 借 证 明 Ee a aE 0 的 
序列 而 建立 。 由 于 瑟 中 无 限 集 均 非 有 界 , 所 要 求 的 结论 是 一 致 有 
界 原 理 的 一 个 直接 推论 ， 

第 一 个 这 一 类 的 构造 属于 Yon Neumann[1929, 38077], E 
面 介绍 的 是 较 简单 的 一 个 ; 它 是 A. L. Shields 发 现 的 . 

#822. if w={8i, =, B 0, 0, 0, -}, FERRA 
KEF, k=1, 2,3, ++. MB f={ai, a, as, ++} HEP tp, mcs, 


g = Bove» Si osB;、 由 此 推 得 ,对 每 一 六 中 的 了 说 , FIKO, 


9x)} 有 界 , 亦 即 ,中 的 矢量 列 {gx} 是 弱 有 界 的 . 〈 由 一 致 有 界 原 
理 得 ) 结 论 ， 存 在 一 个 正常 数 忆 使 对 一 切 上 有 lgl, 而 因此 ， 
S1Bil?<2, 

上 述 方法 可 推广 于 许多 测度 空间 , 包括 一 切 oc~- 有 限 的 测度 空 
EH, Bi X 是 一 个 具有 o 一 有 限 测度 儿 的 测度 空间 ， 又 设 g 是 
x 上 一 个 可 测 函 数 具 有 性 质 : ES 王 (w) 中 每 一 函数 的 积 属 于 
Li (uw); 结论 是 9 DR Lu), 

A) {Ey} BART A PR EE AE A Pe 使 得 (jE = 
X Hg 在 每 一 入 LAA (RENAT o~- 有 限 性 )， 记 = tag 
(这 里 的 xa, 是 He WYRE RRR), k=l, 2, 8, =, 证 明 的 其 余部 
分 是 上 述 离 散 情 况 的 证 明 的 明显 修改 ,只 须 用 积分 代替 和 数 ， 

对 于 了 解 闭 图 象 定理 的 读者 说 ,还 有 另外 一 个 解法 ; 即 应 用 此 
EMT L? 3B Lt 中 的 线性 变换 了 -> fg*， 关 于 了 闭 图 象 定理 的 一 
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个 几乎 ( 虽 非 十 分 ) 足 够 一 般 的 形式 的 讨论 , 见 问 题 44. 

23. (a) 思路 是 这 样 的 ， 一 个 充分 “大 ”的 哥 西 网 可 能 很 
想 收 敏 到 一 个 “无 界 矢 量 "， 即 收敛 到 不 属于 空间 的 某 些 东西 ， 为 
了 准确 地 说 明 这 一 点 ; AY SE RN AE ARE, FEI 
限 维 希 耳 伯 特 空间 中 这 是 一 定 存在 的 《应 用 Hamel 基 可 构造 一 
4). & {ejj} 表示 一 个 Hamel Æ, WA, 对 应 于 下 标 集 的 每 一 有 
BTJ, 9 M, 表示 下 标 7 属于 J 的 那些 ey 所 张 成 的 (有 限 维 ) 
Fan, BRAS, CHM, 上 等 于 6 而 在 了 避 } 上 等 于 0, 
HTE E 是 有 界 的 (有 限 维 空间 特性 )， 存 在 和 拓 量 的 网 J gy 使 
E( N= CF, 97) 对 每 一 了 和 每 一 J 成立 ( 诸 有 限 集 /自然 依 包含 
ZRA). EA Jo 令 Vo 表示 一 个 有 限 集 使 得 foEMj,。 如 果 
了 和 五 REA Jo WC fo, g) 一 (fo, 9) 一 0, 由 此 知 {gut 是 一 个 
弱 哥 西 网 ， 这 个 哥 西 网 不 可 能 弱 收 敛 于 任何 元 素 ， 假 设 真 的 有 
gı >g (33), 因而 对 每 一 固定 的 fo 有 (fo) 一 (fo, 9)， 则 当 
Jo 大 到 foEMy, 便 有 (fo) 一 EC(fo); BEM E(fo) = Cfo, 中 对 
每 一 fo 成立 由 于 无 界 ,这 是 不 可 能 的 . 

(b) 每 一 个 融 耳 伯 特 空间 是 序列 弱 完 备 的 ， 

证 ， 如 果 {gn} 是 H 中 弱 哥 西 序列 ， 则 对 H p—s y, 
KF, gn)} 是 哥 西 序列 ,因而 有 界 , 因此 {gs} 弱 有 界 ， 据 一 致 有 界 
性 原理 推 知 {gn} AA. 由 于 对 H 中 每 一 J 了, lm 人 六 gn) =E) 


存在 , 又 由 于 (oo) 的 有 界 性 草 涵 线性 泛 函 上 有 界 , 可 知 H 中 存在 
ito 使 对 一 切 Hli, S, go) 一 (J, g). RRA > 9 


(33), THE {g 果真 有 一 个 弱 极 限 . 
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EA EA D, ARTE AOD) 是 完 务 的 ， 
证 ， 把 证 明 分 三 步 陈 述 较 为 方便 ， 
D mMRDR-PH OE A BEN r HBS 又 如 JE 
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A?(D), W 
7 0 一 二 了 | Ode), 


不 失 一 般 性 ， 可 以 圆 域 Ds = fe: ]2] <1} 代 一 般 的 圆 域 D; 一 
般 情 形 通 过 适当 的 平移 及 改变 比例 尺 的 变换 可 约 化 成 此 特殊 情 


形 ， 据 此 , 可 假设 f CAM = A°(D,)) MARR Dane", HF 


D, 表示 圆 域 fz: |z| <r}, O<r<1, Æ D, O<r<1, f HR 
劳 级 数 一 致 收敛 ,因此 , 它 可 以 逐 项 积分 , A 


由 于 | /| AEDs 上 可 积 , 得 知 当 r -工时 ,| Sanf, Jam 又 
HF oo F(0), CL) 的 证 明 已 告 完成 . 

现在 回 到 一 般 区 域 刀 的 情况 . 

(2) 如 果 对 任 一 AED Af EADE (A) =F), 则 对 每 
一 同 定 的 和 FER on BRER. UR rr) 是 中 心 在 入 且 全 部 
包含 于 D HEKE MRKA, M 

1 
In DIS eri. 
SD 表 中 心 在 》 且 全 部 包含 于 也 的 最 大 开 圆 域 ， 由 于 


= lO ar >| I dk) 


> 下 KOLMO | ( 据 Schwarz 不 等 式 ) 
* mri f(a) |? GED), 


arf, Ou 
(2) 的 证 明 也 已 完 成 
(8) 主要 断 诺 的 证 明 现在 已 不 难得 到 ， 假设 CY.) Æ AD) 
的 一 个 囊 西 序列 ， 由 (的 得 知 对 刀 中 每 一》 有 


[Fa Sal Se a) lfa — fnll; 
和 前 面 一 样 ,这 里 的 are 入 且 全 部 包含 于 号 的 最 大 开国 


= 人 六 
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域 的 半径 .由 此 推 知 , 如 果 下 是 DD 的 一 个 紧 子 集 , 因而 当 和 EK 
时 ,7(%) 有 大 于 0 的 下 界 , 则 函数 序列 {fs 在 不 上 一 致 收 化 ,这 
蕴涵 存在 一 个 D 上 解析 函数 了 使 得 对 一 切 DD 中 的 入 有 f(A) > 
fQ). 与 此 同时 , 希 耳 伯 特 空间 I? (1) 的 完备 性 蕴涵 存在 一 个 D 
上 的 复 值 .平方 可 积 .但 不 一 定 解析 的 函数 g, 使 得 f， 平方 平均 收 
AT g. BREN {fs} 有 一 个 子 序 列 几乎 处 处 收 化 于 9， 从 而 儿 
平 处 处 有 /一 g， 这 蕴涵 f 是 平方 可 积 的 , 亦 即 , fC APCD), 所 以 
A (DEZER. 
Bergman [1947, p. 24] 首先 讨论 这 些 事实 ; 上 面 的 证 明 属 
于 Halmos-Lumer-Schäffer [1953], 后 者 明显 地 应 用 到 Riesz 一 
Fischer 定理 (L? 的 完备 性 ), 而 不 是 只 就 上 述 的 特殊 情形 证 明 该 
定理 的 结论 ， 因 此 ， 从 希 耳 伯 特 空间 标准 理论 的 观点 看 来 ， 它 比 
Bergman 所 给 的 解析 的 论证 更 为 简单 . 
M25. PIER Cen, em) 的 计算 是 常规 的 微 积分 运算 .事实 上 ,， 
如 果 D,= (2: |z| <r}, M 
| ne m duw (= |" f Er tmo d p d 6 =208am r 


ntm+2' 
ey CE r= 1) HERI m, H Cen, em) =O, LCE n= m) A fen |? = 
1. 这 证 明了 就 范 正 交 性 ， 
为 了 证 明 诸 6， 形成 一 个 完备 就 范 正 交集 , 容易 想到 如 下 的 论 


WE Ma SEAS, HAST GBS) ons", WS 人 = Shoe 4/— Fen 
这 指明 A? 中 每 一 了 是 计 am 的 线性 组 合 , 证 毕 ， 这 论证 已 近 于 正 


确 , 毛病 在 它 记 论 及 的 收敛 性 是 错误 的 , BUR Doae 在 每 一 点 ? 


收敛 于 .js)， 甚 至 在 圆 域 的 每 一 紧 子 集中 一 致 收 敛 ， 但 这 些 事实 
AHA AAR BK A 的 距离 ( 范 数 ) 收 敛 ， 

有 一 个 绕 过 这 个 难点 的 简单 方法 一 -证 明 别 的 一 些 事实 , 具 
体 地 说 ,只 要 证 明 如 果 fEA? H =o, 1, 2,…, 了 上 en， W f= 
0, 就 已 足够 ; 而 这 是 问题 25 中 第 二 命题 (关于 泰 劳 及 富里 叶 系 数 
间 的 关系 的 命题 ) 的 直接 推论 ， 这 个 问题 是 解 24 中 (DD (那里 仅 论 
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及 eo) 的 简捷 的 推广 ， 特 殊 情形 的 证 明 可 适 罗 于 一 般 情 形 ， MmT: 
在 每 一 D; H, 0<r<1, Až 
HODI >» On 
一 致 收 依 ,因此 , EWS}, AAR 
[FOL du@ = Š; omardun 区 


n+m+2 


ge r?™t2 


Tim- mtl 


由 于 [fel D 上 可 积 ,得 知 当 rot nt, f padu f 7 
-ei du = Cf, Cm), YE SE. 

注意 上 面 的 证 明 隐 用 了 A 的 完备 性 。 上 文 的 推理 证 明了 就 
范 正 交集 Leo, es 62,…} 是 极 大 的 ; 而 仅 当空 间 是 完备 的 ,一 个 极 
大 的 就 范 正 交集 才 堪 称 为 一 个 基 ， 关键 在 于 如 候 完 备 性 , 则 富里 
叶 级 数 的 收敛 性 得 不 到 保证 ， 

W 形成 一 个 基 的 别 证 如 下 ， 它 在 较 不 隐蔽 的 状况 下 应 胃 
了 完备 性 ， 如 果 SCA, AAR BRAD one", I CF, e) = 
J a/(n+1)+on, i Bessel 不 等 式 , 这 蕴涵 


> lel” 


eX, FUE ASS n 项 为 
Ja] (nF) + ena (2) 
的 级 数 平均 平方 收敛 ， 这 个 结论 正好 面 对 着 而 且 也 克服 了 上 述 应 
用 宪 级 数 展开 式 的 素 朴 论证 中 所 遇 到 的 障碍 ， 
这 个 结果 建立 了 A 与 下 述 的 希 耳 伯 特 空间 之 间 的 一 个 自然 

的 同 构 对 应 ,此 空间 由 序列 <o ai, az, > 组 成 ,它们 满足 

< lay |? so 

= n+ <99, 
W Sao, a3, Q2, +> 与 《Bo, Bi, Bes > 的 内 积 由 下 式 给 出 
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E26. 命题 中 的 断 语 在 形式 演算 上 几乎 是 显然 的 对 了 
(不仅 H?) 中 任 一 i, 取 其 富里 时 展 式 /一 之 CrCEn， RICHES BE 
f= DD Gel =D Ge n= Dover; 

HI AR F=f", 则 对 一 切 n 有 om 一 a*。， 如 更 有 EH 使 

得 对 %<0 Af on =O, MM OTHER nA 时 必 有 ay =O, 而 上 一 oo， 
RPE BRET E Bie T SHV KE RM BAR 

的 分 配 律 成 立 ; 这 个 假定 必须 加 以 核 证 或 设法 避免 掉 。 它 可 以 如 

THE: 之 Onen 的 有 限 部 分 和 在 范 数 的 意义 下 即 平 均 平 方 意 


PRE S: 由 此 知 它们 的 一 个 子 序列 几乎 处 处 收敛 于 户 于 是 
所 指望 的 结果 可 从 共 轿 对 应 的 连续 性 推 知 。 这 个 假定 可 以 这 样 地 


避免 掉 ， 由 于 a= | fet du, FE an, = (| fet. du) =| fre du, A 


此 如 果 j =f", 便 的 确 有 Oot, 最 后 这 段 论证 也 适用 于 Lt, E 
WEE AL? 那样 ,懂得 这 一 点 有 时 是 有 用 的 ; 由 此 可 推 知 常数 
是 H 中 唯一 的 实 函 数 ， 

N. 就 象 (问题 26 中 ) 关于 H 中 实 函 数 的 断 语 那样 , 本 
题 的 新 语 在 形式 演算 上 是 显然 的 ， 如 果 和 g MAF, 分 别 具 
富里 叶 展 开 式 


J 一 之 aren, 9 一 之 Bem; 

则 fo = 之 之 OnBmentm = 之 (之 On Bx—n) Ch. 
如 果 了 和 yg 还 属于 H?， 使 得 %<0 时 都 有 om 一 8, 一 0， 则 <0 时 
有 > onBw- ,一 0。 理 由 ， 对 每 一 项 On Ban, 或 是 % 达 0, 此 时 on =O, 
或 是 nO, Em e-no, 因此 Brao. 

这 个 论证 的 毛病 在 于 它 假定 了 积 的 富里 叶 级 数 等 于 因子 的 富 
里 叶 级 数 的 形式 乘积 ， 这 个 假定 可 使 用 解 26 用 过 的 子 序列 技巧 
加 以 核 证 。 另 一 选择 是 如 下 避免 这 个 假定 。 ARO, g”) 等 地 
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ZnB» (根据 Parseval 等 式 ， 以 及 解 26 PR As E 
叶 系 数 的 结果 )， 换 言 之 ，fg 的 下 码 为 零 的 富里 叶 系 数 由 下 式 给 
出 ; 


EZ du= 之 omp-。. 
继续 用 此 结果 ,但 以 ge 代替 g， 由 于 ges 的 富里 叶 系 数 y。 由 下 式 
给 出 ， 
To 一 | gets QU 一 | Gein QW = Burns 


Hy HE | fger du == OnY—n 之 On Brn. 


这 个 结果 的 一 个 直接 推论 是 如 果 fEH” 且 gEH?， 则 
foc, MR PCR H gc HW foc 同样 也 是 真 的 ,但 其 
证 明 要 求 更 多 一 些 的 解析 复杂 性 ， 


解 28， MEPE) = Dane” H [2] <1, MM O<r<1 Bel = 
工时 O= Shaw's 由 于 ,对 每 一 固定 的 r， 后 一 级 数 在 单位 
圆周 上 一 致 收敛 , 它 在 每 一 其 它 有 用 的 (收敛 ) 意 义 下 也 是 收敛 的 ; 
特别 由 此 推 知 dL? 中 的 富里 时 级 数 展开 式 是 $) mr"ew 因此 
pE HP, | 

由 于 [p= È Jan], 第 二 (也 是 主要 的 ) 断 语 化 归 为 ， 如 
果 B= È [al B= È lanl, B< 的 充 要 条 件 是 湛 


BO<t<D) AR. ERMA PI ORR 说 ,是 不 足 道 
的 ; 因为 对 一 切 有 Bi 和 B, 得 知 如 果 B< co, WWE B, AR, HR 
地 ,现在 假设 对 一 切 r” 有 B.s7y。 可 以 推 知 对 每 一 正 整数 加 


k k k k 
È ja = (SE Jaj- el + S |? 
n= Ral n= n=0 


< > lanl (圭一 am +852 lanl? (=r), 
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对 固定 的 选择 使 得 总 Jag A-r 这 是 可 以 做 到 的 ， 
因为 这 个 有 限 和 是 7 的 一 个 多 项 式 (而 因此 是 连续 的 ), EM om 
时 等 于 0。 结论 ; HbA DY |ow|*<1+y, TRAR È Jon]? 
<si+y. 

RO. 从 一 个 任意 的 , ENER X 上 的 ， 无 穷 维 函 数 希 耳 
伯 特 空间 耳 出 发 , 给 它 添上 一 个 元 素 , 这 个 元 素 的 作用 就 象 一 个 
RARER, RUI toH 上 一 个 无 界线 性 泛 函 ( 它 是 
存在 的 因为 HLH), Hig X*=XU(G}, 4E KX? 
上 这 样 的 西数 了 * 全 体 的 集 (一 个 逐 点 线性 空间 )， 这 些 丽 数 在 X 
ERRA WIWE S, 是 在 耳 中 , 而 它们 在 由 的 值 则 等 于 ON 
(等 价 地 说 :对 Hf, ELSO P), ST HRY X 
EAO. MRF Al gt 都 属于 耳 *， 其 限制 分 别 为 1 和 g, 定义 
CF 9 一 ( 玫 ,四 (等 价 地 说 ,定义 了 与 9 的 扩张 的 内 积 等 于 了 与 
g 的 内 积 )、 具 如 此 的 内 积 的 矢量 空间 LY (例如 : 经 出 限制 映 银 
同 构 于 具 原 来 的 内 积 的 也， 因此 CO 是 以 函数 为 元 索 的 希 耳 伯 特 
AM. WT SEX MS) 一 (用 对 吾 中 一 切 下 成 立 ,又 由 于 
AR, 得 知 |$( 几 | 对 单位 矢量 了 可 能 很 大 , 而 因此 | ICO) | 
对 单位 矢量 产 可 能 很 大 ， 

M30. 如 果 H 是 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 ， 设 是 在 集 和 上 
的 , 具 就 范 正 交 基 {a} MK K, Sig Ka) =K (e, 的 ， 且 对 

KB(Ky, a= De) e 
由 Parseval 恒等式 可 推 得 
K(@, V= (Ky KAFEDA 
在 4* 中 由 
eal) =A/(n+1)/e 2" (n=0, i, 2, +) 

定义 的 lel <1 上 的 函数 on 形成 一 个 就 范 正 交 基 (参看 问题 25)， 
(由 上 面 所 得 结果 ) TRA AP KRENKE 由 下 式 给 出 
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Kg, = StD oy 
(注意 这 里 的 ”和 9% 是 单位 开园 域内 的 复数 )， 由 于 当 |z|<1 时 
$ (n+ 人 Dw 一 1/ (1 一 和 )* ( 试 积分 左边 以 得 此 式 , 或 展开 右边 以 验 


证 之 ), 可 推 知 
Kw, y) _ T 


再 论 E, ee, 它 由 单位 贺 域 上 对 应 于 H? 的 元 素 f 的 


函数 了 组 成 如果 f= Sone, Linlyl<1, 则 了 (y) ~ È oy" 因 


n= 


WIM =F, Ky), APK, = 了 Ve， 这 一 下 子 证 明了 两 点 ; 它 


证 明了 FoF) 是 一 个 有 界线 性 泛 函 (因此 A 是 一 个 函数 希 耳 
信 特 空间 ), 它 也 证 明了 E 的 核 函数 由 下 式 给 出 


K(@, y= day, |e] <1, [yl <1, 


以 有 限 形式 表 之 : K(x, y) 一 1/ (1 一 2y"). 
31. SK RE HRA (SHH 30), 如 果 在 H? 中 
fa > f, 又 如 |y| <1, M 
FAC —F (y) | = | (fa-f, Ky) <i fa—f ie Kal 
由 于 [K= 2 lg 一 
可 推 知 如 果 yl r, 则 
Fav) -F@ DA Pe 
解 32. 函数 了 确定 了 了 一 一 但 怎样 地 确定 ? FRO 
展开 式 对 于 诸如 有 界 性 一 类 的 结构 性 质 并 没有 很 多 启示 ， 解 决 这 
个 问题 的 最 有 用 的 方法 是 去 证 明 (在 单位 贺 上 的 )f 的 值 是 (在 单 
位 圆 域 上 的 ) 了 的 值 的 在 某 种 意义 上 的 极限 ， 为 此 , 记 
f(z) =f (rz), O<r<1, [z} =1, 
HA fe 属于 再 ?( 人 参看 问题 28), ( 待 证 的 ) 断 语 是 ,在 依 Be 的 范 
数 收 化 的 意义 下 >S ( 当 rol), (HRBRFT AA PE. ) 


1—|y|?’ 
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为 了 证 明 这 个 断 请 ,请 回忆 如 果 了 一 È onen N fr Sear "en, 
而 因此 
IF-I X la P ara, 
pe CHE BIRT Ag — EER k, 
-F< È la Pa- DB foal, 

我 们 期 望 的 结论 ( 当 7? 近 于 工时 | /一 六 | 很 小 ) 现 在 就 容易 得 
到 了 ; 选矿 足够 大 使 第 二 加 数 (这 与 7 无关) 很 小 ,然后 令 7 充分 接 
近 1 以 使 第 一 加 数 很 小 . 

由 于 工 ? 中 的 收敛 性 蕴涵 存在 着 几乎 处 处 收敛 的 子 序列 , 可 知 
有 一 个 合适 的 子 序列 {ra}, Ta > L, E fen S: 由 此 立即 推 得 关于 
f 的 有 界 性 的 断 语 . 

其 实 断 语 户 一 /还 在 一 个 与 二 阶 平均 收敛 不 同 ( 比 它 更 好 ?) 
的 意义 上 是 真 的 ; BEL, fe LAUT f. 换 一 种 说 法 ,这 
就 是 说 , 如 果 圆 域 中 的 一 点 z 沿 径 向 趋 于 一 个 边界 点 zo, 则 对 几乎 
处 处 的 zo, 函数 值 F(A f(z0)， 这 结论 还 可 以 加 强 , AINE 
收 伍 还 可 代 以 非 切 ( 线 方 ) 向 收敛 ,这 些 分 析 上 的 精致 技巧 是 数学 
的 某 些 部 门 的 兴趣 所 在 ; 但 在 希 耳 伯 特 空间 理论 的 研究 中 , 依 范 数 
收敛 已 是 足够 的 了 ， 

#33. 如 果 JEH", 则 下 有 界 , 且 事实 上 ,| 站 -一 1。 

(在 圆 域 中 , 范 数 指 了 的 上 确 界 , 而 在 边界 上 , 范 数 指 f 的 本 
性 上 确 界 ,) 

证 ， 考 虑 下 列 两 断 语 ， (TD 如 果 fEL”， 又 不 妨 设 [Ff] <1, 
则 存在 三 角 多 项 式 序列 {f} 依 工 的 范 数 收敛 于 了 并 对 一 切 匈 有 
[< 旦 如 果 了 还 属于 再", 则 庄户 也 是 如 此 ，(2) 如 果 p 是 
多 项 式 又 设 当 |z| = 工时 [p@|<t, Wy |e]<1 时 , Alpe) | 
<1， 这 两 断 语 都 是 分 析 中 的 已 知 结论 ，( 了 DD 是 关于 富里 叶 级 数 的 
Qesaro 收敛 性 的 Fejér 定理 的 推论 , 而 (2) 是 应 用 极 大 模 原理 于 多 
项 式 的 结果 ， 这 两 断 语 中 ,似乎 (2) 远 被 更 多 人 所 懂得 , 不 管 怎样， 
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下 面 将 不 再 加 任何 说 明 地 应 用 (2); 也 将 用 到 (JD) ,但 以 后 , 将 补 述 
TERE, 

容易 从 前 段 的 两 断 语 导 出 关于 了 的 有 界 性 的 结论 。 已 知 He 
中 的 户 假定 | f|<1 (这 不 过 是 一 个 规范 化 问题 ) 并 应 用 (了) 求 得 
三 角 多 项 式 fo 使 得 | fal <1 并 使 fa fh KT? HO. 由 于 
根据 (了 ), 诸 fs 本身 都 属于 了 王 ~( 可 以 这 样 选择 ), 可 推 知 它们 到 贺 
内 部 的 扩张 也 都 是 多 项 式 ， 和 由 于 faf OKE 的 范 数 ), 由 问题 
31 知 当 |z| 过 1 n fO. E, 对 一 切 %n 和 一 切 z 有 
Fa@ (<1, Bie. wo) 2 有 IF <1, 

KER Fles] 已 隐 含 于 上 述 证 明 中 . 要 得 到 反 向 不 等 
R, 可 利用 解 33(r 一 工时 ff). 

剩 下 的 是 察看 一 下 (D WER. WRS E aen 记 Sem 


2h 0, 1, 2 +), BRE S> EL 中 ), 但 这 还 不 名 


好 ,由 此 不 能 得 到 必要 的 有 界 性 结果 (如 果 | 让 < 二 KEEA] SY | 
<1), ABU TER EI 
i 一 二 Ss, (n=1, 2, 3, 2) 

(注意 如 果 SCE? iK ta BEME). BR hf L h), (R 
实 上 已 知 刀 >f (几乎 处 处 ), 但 其 证 明 并 非 不 足 道 的 , 幸而 这 事 
实 我 们 这 里 不 需要 )， 这 就 显得 够 好 了 ,如果 SIL 确 能 由 此 推 
知 | ta| <1, 

HTT, D= È oko, 1, 2, M KES D 
(n=1, 2, 3, =); 函数 序列 Dy 和 大。 分 别 被 称 为 Diriehlet 和 
Fejér 核 ， 由 于 | 有 ep 一 | codu-t, HRM | Ke du=t, 大。 的 


主要 性 质 是 它们 的 值 是 实 的 ， 且 事实 上 是 正 的 ， 这 可 通过 计算 
来 证 明 ， “一 革 时 ， 这 是 显然 的 ; * 关 革 〔 但 当然 有 1z| =1) 时 ， 记 
Dy(2) =1+2Re Se (b= A, 2, 8, …)， 可 应 用 几何 级 数 求 和 公 
式 得 


BIE 解析 郑 数 157 
gh — geti 

| [i= Pi 

GARS: 注意 如 果 |z| =1, W [L—2|/?=2Re—z).) 代入 
AK, WRAP, ERDARA AR T ed, 便 得 


1-2 
n Cd he De 
Ka = RTP 


Ht, Ky 是 实 的 就 是 显然 的 了 ， 又 由 于 , Re2"<1 (请 记 起 | 六 | = 
1z1"=1), 亦 即 ,1 一 Re 2">0, 可 推 知 Ka C) 之 0, 如 所 断言 ， 
要 对 了 应 用 这 些 结果 , 注意 


MO Df ys dua) ay) 


Dy (2) =2Re ( 


=| DOSED), 
以 及 由 此 推 得 的 
in) =| Es (Wf yo dnl); 
SAO, IR ISIL M 
[的 长 | Ka) [FD duo) <f Kay)du@) =, 


证 明 已 经 完毕 。 这 里 再 提 一 个 有 时 有 用 的 技巧 上 的 评论 : 在 
(的 假定 下 可 以 不 必 区 分 结论 中 的 收敛 性 究竟 是 依 范 数 的 还 是 
几乎 处 处 的 ， 理 由 ; 如 果 它 是 依 范 数 的 , 则 有 一 个 子 序列 几乎 处 处 
收敛 ; 如 果 它 是 几乎 处 处 的 , 则 据 勤 员 格 有 界 收敛 定 理 , 它 也 是 依 
范 数 的 . 

3A. 如果 fEH”, gE H?, A h=fg, n =g. 

证 ， 按 本 问题 的 提 法 ， 难 点 不 在 解答 而 在 如 何 确 切 解释 其 意 
义 。 如 果 了 和 g 属 于 了 H? 且 bh 一 fg, 则 不 一 定 属于 了 H?, 从 而 有 
时 间 题 28 中 所 给 定义 不 能 适用 于 为 不 能 定义 如 丈 这 样 的 函数 ， 
最 简单 的 解决 办 法 是 假定 有 一 个 因子 (如 了 ) 是 有 界 的 ; 这 时 问题 
27 EHT ER, 而 问题 就 有 了 意义 ，( 还 有 一 个 解决 方法 就 是 
据 问 题 27, 注意 到 hEH:', PHARMA MA RE a H, 
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这 一 方法 引起 某 些 虽 非 无 法 解决 但 确 与 主题 无 关 的 分 析 上 的 困 
难 . ) 一 旦 问题 有 了 意义 ,解答 就 从 解 27 自然 地 推出 。 那 里 的 结果 
E, 用 了 和 g 的 富里 叶 系 数 表示 的 富里 叶 系 数 的 方法 与 用 7 了 和 
9 的 泰 劳 系数 表示 FI 的 泰 劳 系数 的 方法 完全 一 样 。 换 句 话说 ， 
形式 乘法 同样 适用 于 富里 叶 和 和 泰 劳 级 数 ， 而 因此 从 其 中 一 方 到 另 
一 方 的 映射 是 乘法 的 . 

解 中 .为 了 诱导 出 (例如 ) 从 色 构 造 地 的 思路 ， 一 种 好 想法 
就 是 把 问题 转 过 来 探究 从 了 得 到 《的 途径 .因此 , 先 假设 PE 再 ” 


且 具 有 富里 叶 展 开 式 /一 È wew ig u—Ref, Ful <| fl, 
函数 属于 TL?， 如 果 刀 的 富里 叶 展 开 式 是 w= 如 $0w 则 (参看 解 
26) 


u=s(f+f ) = 5 (Soren t Sate) 
1 1 a 
= Re to + >} F Onlan t > yp A nln, 
n>O0 2 nO 2 


E a, 当 n>0, 


所 以 €o= Re a B61 = 1 


> Gn; 当 n<0, 


EIRE ER MERMET. AE uE éne 其 中 


En = En 特别 是 ,go 是 实 的 ， 记 
ao= o, 又 n= En = 25", = En +E", (n>0), 
由 于 诸 & 所 成 序列 是 平方 可 和 的 ,f 一 之 men 确定 了 H? 中 的 一 
Ast Ff. w 
f=Du 

(D # Dirichlet); 则 对 L? 中 每 一 实 的 4% 有 Re Du=u, 命题 
“D Re f=-f 对 了 H? 中 每 一 f 成 立 ” 不 是 真 的 , 但 也 近 于 是 真 的 ; 差 
了 一 DRej 是 一 个 可 以 任意 指定 的 纯 虚 常数 。 

关于 本 命题 用 ”表述 的 形式 的 解 , CA u, 可 置 2=Im Du, H 
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J Im Du= — Re(iDu), 容易 得 到 % 的 富里 叶 系 数 的 显 式 表示 式 . 
设 加 上 述 ， u= 3 Enen itt f = Du= D anen, 刚 


2 一 Jm fms (f°—/) EAC Down). 
如 果 v=>' Uni On, wy 


eee i Min >0, 
%o= Im £o, 而 = 
2 
如 果 Im o= 0, 这 结果 可 以 简 清 地 玫 示 为 : 对 一 切 % 
m= (—isen nen, 
当 仅 涉及 单位 圆 上 的 LP 函数 时 , 这 些 代数 上 简单 结论 实际 不 
过 是 单位 贺 域 上 Dirichlet 问题 的 结论 ,用 % Ras ov 的 形式 表示 式 
即使 忆 不 一 定 是 实 的 也 仍 有 意义 , MAK BK, HAA 
特 变 换 式 ) 仍旧 不 变 . 重要 的 是 要 注意 一 个 有 界 函 数 的 希 耳 伯 特 
变换 式 不 一 定 有 界 , 或 (考虑 色 圆 域内 的 扩张 ) 换 名 话说 , 无 办 解析 
函数 可 以 有 有 界 的 实 部 ,标准 的 例子 ,f(z) 一 ilog (1 一 2?)， 


“ 26， =4 En; 当 n<0, 
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436. HFA WT RAAL 4 的 可 分 子 空 间 的 直接 和 , 无损 
于 普遍 性 , 可 先 设 ABA. 这 个 评述 ， 虽 然 在 证 明 中 作用 微 
59, 但 消除 了 必须 考虑 不 可 列 性 的 变态 的 不 便 . 

有 一 种 吸引 人 的 证 明 尝 试 , 虽然 最 终 是 要 失败 的 ,但 却 很 有 局 
发 性 . Sa 表示 一 个 任意 的 单位 矢量 .由 于 ei 和 4ei 张 成 一 个 
至 多 二 维 的 子 空间 ,可 以 推 知 , 除非 dim 瑟 一 4， 必 存在 一 个 单位 
FE es ERF ey 使 得 Aer EE Vie, e}. 由 于 el €2 和 Aes 张 成 一 
个 至 多 三 维 的 子 空间 ,可 以 推 知 , 除非 dim 吾 一 2, 必 存 在 一 个 单位 
Kes A ex 和 es 正 交 并 使 4eaE V fer, ea, est. 如 此 重复 下 去 , 据 
归纳 法 , 可 得 到 一 个 就 范 正 交 序列 {e ea es，…}( 它 只 当 dim H 
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<0 时 才 是 有 限 的 )， 使 得 Aen V fer, ++, en, Crust. 在 有 限 维 
的 情形 , 结论 已 经 很 明白 , 但 按 现 在 的 观点 说 , 这 又 不 是 我 们 所 感 
兴趣 的 ， 在 无 限 维 的 情形 , 当 $j 十 1 BY (Ae, 6;) =0, 似乎 一 切 问 
题 都 解 志 了 ， 但 还 存在 一 个 难点 : 没有 理由 可 以 假设 这 些 er 会 形 
成 一 个 基 ， 如 果 它 们 不 形成 基 , 则 把 它们 撕 入 一 个 斌 范 正 区 基 的 
过 程 可 能 会 破坏 矩阵 的 列 有 限 性 . 这 就 是 说 可 能 发 生 这 样 的 情 
形 , 对 于 与 所 有 的 en 正 交 的 某 些 e 说 ， 无 穷 多 个 富里 时 系数 (Me, 
6 不 等 于 0， 如 果 过 到 4 是 自 伴 的 ， 便 不 会 发 生 这 样 的 麻 频 . w 
en 的 张 成 子 空间 , 在 4 作用 之 下 总 是 不 变 的 , ME, A F SY 
Ati, 它 还 约 化 A; 由 此 推 惹 , 当 诸 en 被 嵌入 一 个 就 范 正 交 基 时 ， 
SRM Poe SWAT. 这 个 证 明 , 在 4 自 伴 的 情形 下 ， 
证 明了 比 原先 期 望 的 更 多 的 东西 ， 它 证 明了 每 一 自 伴 算 子 具有 
Jacobi 矩阵 (Jacobi 矩阵 就 是 这 样 的 自 共 力矩 阵 ， 它 的 一 切 非 0 
元 素 都 或 在 主 对 角 线 上 或 在 与 主 对 角 线 相 邻 的 两 个 对 角 线 上 。 某 
些 作者 还 要 求 和 矩阵 是 不 可 约 的 , 就 是 说 , 与 主 对 角 线 相 邻 的 对 角 线 
上 的 元 素 都 不 为 0)， JES, WRH i>jti (Ae, e)=0, W4 
i>jti t, A (e, Ae) =0; 把 诸 en 归纳 地 扩大 成 一 个 (其 各 元 
素 如 同 en 一 样 地 被 选 出 的 ) 就 范 正 交 基 , 论证 便 告 完成 . 

对 于 非 自 伴 的 情形 ， 论 证 须 如 下 更 加 精确 化 (而 结论 R 
BURR PME). Sofi, Jo fe, ER H 的 一 个 就 范 正 交 
基 . Eea =f, 求 一 个 单位 和 @ 与 6 正 交 ,并 使 4eiE V {e1, eo} 
《和 再 一 次 只 注意 无 穷 维 空间 的 情形 )。 接着 求 一 个 单位 矢 es oe, 
ea 正 交 ,使 得 fo {e ess}， 然 后 再 求 一 个 单位 矢 64 与 61, ea 及 
ea 正 交 并 使 Aes€ V {e1, ea, es, edj， 如 此 继续 下 去 , AEE HL, Foam 
fa, BAM 4e。( 如 果 它 还 没有 被 抓 到 )。 新 的 。 的 选择 总 是 可 能 
的 ， 一 般 的 引 理 是 , 对 于 每 一 有 限 维 子 空间 M 和 任 一 矢量 9 总 
存在 一 个 单位 矢 e 与 M 正 交 使 得 gE 了 天 VY fe}. 结论 . 根据 构造 
方法 ,序列 {e1, ea, es, … 是 就 范 正 交 的 ; 它 形成 一 个 基因 为 它 的 
张 成 子 空间 包含 每 一 个 fn 它 还 具有 人 性质; 对 于 每 一 2， 有 一 个 in 
《如 果 需 要 的 话 可 以 计算 出 来 )， 使 得 Aen V {er,…, ent. KA 
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Ia oR PAA i>i ER Me, e) 一 0, 证 完 ， 
解 37. 如 果 《go, £4, a, -> 是 一 个 有 限 非 零 复数 序列 (Ep 
4 n HST KE, En =0), 则 


D D ai) 一 之 pain Le y 
<E ap (F seil -ale 
cym yma, yii È ap 


<7 SEE p= By 5 E, 
HANS, C 上 的 由 下 式 
Aco, &1, És, P= CP oti, 之 oa， 之 o;$, > 


定义 的 算 子 4 适合 要 求 的 条 件 ， 
解 38.、 这 结论 是 问题 37 的 系 ， 应 用 问题 37， 置 p; 一 


1 / Vi 二 即 得 证 明 ， 由 于 Hilbert 矩阵 是 对 称 的 ， 验 证 两 不 等 


ACH B=y=0) 中 之 一 就 已 足够 ， 验证 可 借助 于 初等 微 积分 ， 
WF: 


_ 1 °° da 
iP (i3 lijt ee Wi 


eo du = du 
-2| 一 一 = hur pe +t 


waits Tet 
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#39. 令 {en ea, 6s,…} 表示 希 耳 伯 特 空间 BP Re 
正 交 基 , K H øA Hamel 基 使 其 包含 每 一 e。 令 fo 表 这 个 
Hamel 基 的 与 每 一 en 不同 的 一 个 随意 但 固定 的 元 素 〈 参 看 解 5). 
在 开 上 按 以 下 要 求 可 唯一 地 定义 一 个 线性 变换 4， 这 要 求 是 
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Afv=fo 且 对 所 选 基 的 其 它 一 切 元 素 有 4J =0， 特 别 是 对 一 切 %% 
有 4e, 一 0。 设 或 4 是 有 界 的 , 则 它 在 每 一 个 tm LW OWA AS 
0。 这 就 解决 了 问题 的 第 一 和 第 三 两 部 分 . 

对 第 二 部 分 , 可 随意 选 定 一 个 正 整 数 , 并 由 
Af=(f, rte +4) er 
EMG RAR) AF A, BHR Aen er R O, W nk 或 n> 
,从 而 对 一 切 n%n 有 Ae <1., 由 于 ( 据 简 易 的 计算 )4*f=(f, e) 
(exi 十 6 十 … 十 6) 对 一 切 了 了 成立, 从 而 特别 有 A eet ten 可 知 
|All = AT] >| Ael = late teak 

这 一 切 的 另 一 种 很 简单 的 说 法 是 去 描述 4 的 关于 基 fei, ea 

SHORE, 其 第 一 行 的 前 面 下 个 元 素 是 二 此 外 其 它 元 素 都 是 


解 和 .， 这 结论 可 以 经 连续 两 次 应 用 关于 矢量 的 一 致 有 界 性 
原理 (问题 20) 而 得 到 . 假设 Q@ 是 一 个 从 H AK 的 线性 有 界 算 
子 的 弱 有 界 集 , 又 特别 设 , | AF, 9g)|<a(f, 9g) 对 @ 中 一 切 4 成 
X. 固定 一 个 任 选 的 矢量 go Hid To= {Ag AEQ. HF 

ICF, Ago) |=] CAF, g| Salf, go), 
集 Te 在 囊 中 弱 有 界 ， 而 因此 存在 一 个 常数 6(go) E Als 
B(go) X Q p—t 4 成 立 . 

HK, w T={Af:4€Q, JEB), We BRR H wk, 

由 于 
|(g, Af) =] "g, 有 访 | 和 BES6()， 
SET AK 中 是 弱 有 界 的 , 而 因此 存在 一 个 常数 7, 使 得 


[| Af | <7 
当 4EQ 而 JEB 时 恒 成 立 ， 这 蕴涵 

|AlS<y, 
证 完 ， 


Hal EHAA 是 可 逆 的 就 已 足够 。 A 的 值 域 稠 了 于 H (R 
为 4 的 核 是 平凡 的 )， 因 此 , 只 须 证 明 A” 是 下 有 界 的 ， 意 即 对 某 
些 SAK Hy gA lA oil] 要 证 明 它 , 又 具 须 证 对 某 


第 五 章 ”有 界 性 与 可 逆 性 163 


些 3 如 果 | A*g|=1, Wigi<1/d, ER. 最 后 的 一 步 简化 用 到 A 
的 核 是 平凡 的 假定 , 这 假定 确 是 真 的 , 因为 4 KARET K, (4 
把 互 映射 到 开 上 的 假定 的 全 部 威力 下 面 即 可 看 到 . ) 欲 知 难点 所 
在 , 试 设 A” 就 是 变换 0， 此 时 从 上 14"gj = 到 lj 和 1/8 WAX 
系 虽 成 立 , 但 却 毫 泥 作 用 。 小结， 只 须 证明 如 果 S= {A Ah] = 
1}, 则 集 和 是 有 界 的 ,为 此 又 只 须 证 它 是 弱 有 界 的 。 要 证 明 这 一 
点 , 任 取 y 属于 区, 在 正中 可 以 求 得 了 使 4f 一 % 容易 看 到 
[Cg, DI=1C4F, 人 | 一 [CA Ahi] 

对 S 中 一 切 天 成 立 . 证 完 . 

7242. Bit dimK<dim H, Kp, A KCH, # 
此 ,又 可 设 4 是 一 个 耳 上 的 算 子 , 其 值 域 包含 于 K; 所 需 证 明 的 是 
ker A 是 非 平凡 的 , 设 dim K 是 无 穷 的 ; 这 个 设 定 所 排除 的 只 是 
些 不 足 道 的 情况 ， 令 {f. 了 和 {9} 分 别 表示 互 和 到 的 就 范 正 交 基 ， 
每 一 4*g 可 以 玫 示 成 含 至 多 可 列 个 了 的 展开 式 ， 上 设 的 开 和 玉 
的 维 数 间 的 不 等 式 蕴涵 存在 一 个 部 使 (fi, Ag) 一 0 对 一 切 了 成 
w. BFC, Ag) = (Afu 9), 可 推 知 ASi EXT g 而 因 
此 正 交 于 及 .可 是 4 的 值 域 包含 于 K, 由 此 得 知 Af=0, 

其 次 考虑 关于 等 式 的 命题 , 如 果 dim HAR, 一切 是 不 足 道 
的 如果 dim 再 无 穷 , 则 有 一 个 以 dim H yee RT ACA 
用 有 理 线 性 组 合 。 BAM). 由 此 推 知 有 一 个 以 dim H 为 基 
Hy RAT K, m AA dim K<dim H, 

上 述 证 明 是 初等 的 , 但 是 , 作为 一 个 十 分 自然 的 命题 的 证 明 ， 
它 绝 不 是 十 分 显然 的 ( 它 ， 有 些 偶然 地 , 属于 G. L. Weiss, 参看 
Halmos-Lumer[19541). 有 一 个 较 迅 捷 的 证 明 , 不 过 它 基于 一 个 
不 很 浅 易 的 理论 ( 极 分 解 )， 证 明 如 下 : Wk ARB A aK py 
一 对 一 线性 变换 ， 具 有 极 分 解 0P (参看 问题 105)， 则 因 ker4 = 
{0}, TEAU 是 一 个 等 距 算 子 . 至 于 等 式 的 情形 , WE ran AH 
于 K, pi) raa U FK, 

#243. 首先 注意 到 了 HERP PHERRETER Q ER 
=, 的 确 ， WR PH = 而 8 了 =0, MW | Pf-QSl=(f), 而 因此 
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/0 将 蕴涵 PRISL HH Are AE P 的 值 域 上 的 限制 是 从 
这 个 值 域 到 Q 的 值 域 中 的 一 对 一 线性 有 界 变换 , 因此 卫 的 秩 小 于 
或 等 于 Q 的 秩 (问题 42)， 从 对 称 性 即 得 求证 结论 . 

解 竹 . 假设 4 是 一 个 自 瑟 到 的 线性 变换 ， 且 先 设 4 是 
BRK. Fifa Af ER 和 4 的 图 象 中 的 一 个 矢量 序列 ， 它 收 
RPE, FU Sau APO, 9. AP fof A 是 连续 
的 ,可 推 知 AS, > Af, 由 于 同时 有 Af. g, TEM 9 - AS, 从 而 
SS, 9 是 在 4 的 图 象 中 . 

逆 命 题 的 证 明 则 不 这 么 浅 易 ; 它 包 含 着 基于 问题 条 的 一 个 窗 
门 . 令 G 表示 4 的 图 象 ,并 考虑 由 BLf, 4 让 =f 定义 的 自 GG 到 
HAREK B RWB, BRAG 到 耳 上 的 一 对 一 映射 ; 由 于 

IBF, APP =I PS IPHS, APL, 
可 知 召 是 有 界 的 . 由 于 G 是 完备 空间 HOK 的 一 个 闭 集 , 它 也 
是 完备 的 ,因而 应 用 问题 条 的 条 件 已 具备 , 结论 是 , 已 是 可 逆 的 ， 
等 价 地 说 ， 结 论 就 是 自 瑟 到 G 的 由 B=, Af> 的 映射 BO 
是 一 个 线性 有 界 变 换 , 按 定义 , 这 就 是 说 , 对 于 某 一 a( 和 和 瑟 中 一 
切 有 ), 有 


If P+ [ASP Sal Fl 

A 的 有 界 性 随 之 而 得 ， 

值得 一 提 的 是 从 问题 包 到 上 述 结果 的 推导 是 可 道 的 ; 该 问题 
的 断 语 是 闭 图 象 定理 的 一 个 特例 . 自然 , 这 个 评论 对 于 那些 想 要 
知道 怎样 证 明 闲 图 象 定理 的 人 并 不 是 特别 有 助 益 的 ， 但 它 也 不 仅 
是 告诉 我 们 怎样 在 团 图 象 定理 及 其 另 一 表达 形式 之 间 反 复 循环 而 
E. 

f45. (a) ALAAANREMLAAAR AERA, 
(b) 在 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 ,每 一 对 称 线 性 变换 是 有 界 的 . 

a) 令 瑟 表示 一 切 有 限 非 0 无 穷 序列 所 构成 的 复 矢 量 空间 ， 
这 就 是 说 ,二 的 一 个 元 素 就 是 一 个 序列 E, En Es e Hp 
充分 大 的 1%, So= 0, 所谓“ 充分 大 ”可 因 序 列 而 异 , 按 自然 的 方法 定 
义 耳 中 的 内 积 ， 如 果 一 《&1, ca és, > m I= Ny Nay Ne, >, 
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CL, N= È kam, Q 4 表示 把 每 一 序列 Ex, Ea bo, > BUH 


RM <E1, 2€2, Bs, +> 的 线性 变换 ; 4 由 一 个 其 对 角 项 序列 是 A, 
2，3，…> 的 对 角 第 阵 通过 一 个 明显 的 方式 来 确定 。 线性 变换 4 
是 对 称 的 ; 的 确 , (AS, ACF, ADMET D nimh 线性 变换 
4 不 是 有 界 的 ; 的 确 , 如 果 { js 是 一 个 序列 ,其 第 m 项 是 工 而 其 它 
一 切 项 是 0, 则 (Fal = iit [Afal =, 

(b) 这 是 闭 图 象 定理 的 一 个 显 易 的 推论 ， 的确, 如 果 4 是 对 
称 的 , 且 设 fs 一 了 而 4f,s 一 了 , 则 对 一 切 g, 

F's M=lim(Af,, D~lm(fs, Ag)=(f, Ag) = (AF, 9), 
所 以 =A4f, 这 证 明了 4 是 闭 的 , 从 而 4 BARA, 
第 六 章 乘法 算 子 
解 给 . 如 果 A 是 对 角 算 子 , 4e = ae W 
lal = | aye; = | Ae;|<| Allies) =| Al, 
因此 {o;} 有 界 且 sup;|a;|< (Al. 反 向 的 不 等 式 可 由 关系 式 
14> Sei ~ Eaka = lss 
< upaj) X6]? = (supo >D Ses? 

推 得 . 

已 给 -一 个 有 界 数 族 {a}, 可 由 4 Bese Bh aie; 定义 A; 从 
上 面 的 计算 可 推出 4 是 一 个 算 子 ， 很 清楚 , 4 是 一 个 对 角 算 
子 , 且 4 的 邓 角 线 恰 是 序列 {oa}， 唯 一 性 的 证 明 隐 含 于 下 述 构造 
FA, 通过 富里 叶 展 开 式 , 一 个 算 子 在 基 上 的 性 质 确定 了 它 在 全 空间 

EA 如 果 {om} 是 一 个 复数 的 序列 ,使 得 每 当 忆 | 人 | <oo, 
ahs Ay x Japa] <o, 则 {Gn} 是 有 界 的 ， 

证 。 以 逆 和 否 命题 表达 , 此 断 语 就 是 说 ， 如果 {cn} 不 是 有 界 的 ， 
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网 存在 一 个 序列 {En AS lEn <o 但 之 angam, LF 


列 的 构造 法 相当 简捷 . 如 果 {ow} EAR, M lon] 可 取 任 意 大 的 
值 ， 不 失 一 般 性 , 可 设 |a,| Sn, 所 需 处 理 不 过 是 记号 上 的 一 些 改 
变 , 可 能 还 有 某 些 a 的 省 略 ， EBRE F, WME 名 一 -or n=1, 
2, 3, +, W 


Se 二 < 
Sh Jangs]? RAR, 


i 48. 求证 断 语 是 ,如 果 4 是 一 个 具 对 角 线 {fo} 的 对 角 算 
子 , 则 4 与 fa SAN BRA RAT RY. AO, 如 果 {Br} 是 一 
个 有 界 序列 , 使 得 enB, 一 1 对 一 切 ww 成 立 , 则 具 对 角 线 {Bw,} 的 对 角 
算 子 起 4 的 递 的 作用 。 反 过 来 , 如 果 A 是 可 道 的 , 则 A ane) = 
en 因此 


-1,。 1 
A 2 一 一 一 En; 
n 


HE | Ae <4], 上 式 蕴涵 序列 | 二 -| 是 有 界 的 ， 从 而 序列 


{ota} AE AY DH). 

关于 谱 , 这 里 的 断 语 是 , A-A 是 可 逆 的 当 且 只 当 和 不 属于 对 
角 线 {ooj 的 闭 包 ,〈 语 言 纯洁 主义 者 可 能 会 对 “对 角 线 的 闭 包 ”这 一 
类 说 法 提出 异议 , 因为 对 角 线 是 复数 的 序列 , 所 以 不 能 准确 地 说 是 
一 个 复数 的 集 ;“ 对 角 线 的 闭 包 "没有 严格 的 意义 ， 其 实 这 种 用 法 
是 理应 普及 的 一 类 “俗语 ”, 它 不 含糊 而 且 简 洁 ; 如 果 听 任 那些 语言 
纯洁 主义 者 使 用 他 们 刻板 的 语言 ， 这 将 是 很 遗憾 的 . ) 这 断 语 等 价 
FP: {cm 一 和 距 0 有 和 界 当 且 只 当 入 不 属 寺 {on} HAE. HARA 
FA: 序列 {ow 一 外 以 0 为 一 个 极限 点 当 且 只 当 {aw} 有 一 个 聚 点 %， 
由 于 这 是 显然 的 ,证 完 . | 

fig 49. 如 果 44 是 由 一 个 ao- FRURSMLHART ayy 
ROBE RH KE, M A= lpo C= ipl 的 本 性 上 确 界 ). 

证 . 令 人 表示 基础 测度 ， 先 不 假定 六 是 c- 有 限 的 ,看 看 证 明 
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可 进行 得 多 远 是 有 益 的 ; 下 文 在 未 另行 交代 前 将 不 假定 o- 有 PR 
YE. na 
|4 f° =|lo-fldu<lolz- fI Fidu- lollie, 
可 以 推 知 jA Slee. FER AR ERAS TEA h Ea EAS 
FECT RK. 
可 以 想到 的 一 种 着 手 证明 方 法 是 注意 到 如 果 e>0, Mlole) | 
>|ei.-s 在 一 个 正 测度 集 如 M ER. mA 了 是 MRE 


数 , 则 | 
=|, tedu=nn), 


E afi- | plidn> pla- e) uM), 


Bieta | Af) > Gelee) FI, Att Alples 由 于 此 式 对 
一 切 * 成 立 , 可知 14j 宇 lgpl。， 证 明 结 束 了 ,但 它 是 错误 的 . 

错 处 在 M RRA TAME. 困难 和 障碍 好 和 象 不 很 严重 ， 不 
管 怎样 , 即使 可 测 集 e)l lle 有 无 穷 测度 ， 如 果 取 
它 的 一 个 有 限 正 测度 的 可 测 子 集 作 为 用 ,上面 的 推理 照样 行 得 通 . 
这 是 正确 和 的. 可 是 困难 在 于 所 论 测 度 空 间 可 以 变态 到 如 此 程度 ， 
以 致 存 在 正 测度 (事实 上 是 无 穷 测度 ) 的 可 测 集 , 它 的 每 一 个 可 测 
子 集 的 测度 非 9 即 co, 这 困难 无 法 排除 ， 壁 如 ,了 节 由 两 点 oA 
wa AR, HW u(r =1 Ti ee) = 09, M DL?) ide XE 
在 me 取 值 0 的 函数 全 体 组 成 的 一 维 空间 . 如果 9 是 单元 素 集 {zo} 
的 特征 函数 , 则 |]. =1, 但 所 诱导 的 乘法 算 子 的 范 数 是 0. 

结论 ， 如 困 测 度 是 局 部 有 界 的 《其 意 指 每 一 正 测度 的 可 测 集 
有 一 个 有 限 正 测度 的 可 测 子 集 ), 则 每 一 乘法 的 范 数 是 乘 子 的 本 性 
上 确 界 ; 否则 至 多 只 能 断定 不 等 式 |Al<[ Of. 成 立 ， 每 一 有 限 或 
c- 有 限 的 测度 是 局 部 有 限 的 。 避免 过 度 的 病态 而 又 (通常 ) 不 至 
于 有 损 普遍 性 的 实际 可 行 的 方法 是 假定 (测度 ) 有 o- 有 限 性 ,这样 
假定 之 后 ,解答 ( 馆 述 如 上 ) 就 完成 了 ， 

50. 可 测 性 是 容易 的 ， 由 于 测度 是 oo- 有限 的 ， 存 在 着 一 
个 处 处 不 为 0 的 I? 的 元 素 f; AT ef 属于 DL’, CHA, 
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之 它 被 了 除 的 商 也 是 如 此 ， 
为 了 证 明 有 界 性 , 试 罕 
lofi = AFISA 
对 每 一 正 整数 ”成 立 ， 如 果 A=0, 则 p=0, 无 须 再 作证 明 ; 否则 
i b=-—/| A), 县 重 写 上 面 的 不 等 式 成 下 形 


| Iyi /ans [If Pau 


(此 处 自然 是 所 给 的 o- 有 限 测 度 ) .由 此 推 知 , 如 果 在 某 正 测度 
REJA, W [| SL GRRE BL, [ep] SJA AAR LIL PAE MR 
ME. 如果 ( 如 上 ) 选 择 f HEIL EAR FAO, 则 结论 就 是 oS 
141 刀 乎 处 处 成 立 ， 

这 个 证 明 是 迅捷 的 , 但 有 些 太 巧 妙 了 ; 它 不 是 自然 可 以 想到 的 
一 种 证 法 .一 个 更 自然 ( 且 同 样 迅 填 ) 的 方法 是 ; 为 证 |$|<141 岂 
平 处 处 成 立 , 令 M 表示 任 一 有 限 测 度 的 可 测 集 ， 在 此 集 上 [ol > 
[ Al, 然后 证 明 M 必 有 测度 0 的确, 如 果 了 是 M 的 特征 函数 , 则 
或 1=0 几乎 处 处 成 立 ,或 


IASI- flp fl’du= | lo lar> Au = [ALPII 


MATH REE S| RAIS. TERREA RB EA 
Fy SF AS SE bap Ah, 与 那个 较 自 然 的 证 明 不 同 , 它 在 某 一 个 奇特 但 
有 用 的 情况 下 仍旧 可 行 。 是 这 样 的 情况 : Bi H 是 如 的 一 个 子 
ZE, BEH 上 的 一 个 算 子 4 使 得 4f =op 对 H hH SR 
“ARH 包含 一 个 无 处 为 0 的 函数 。 结 论 , 如 前 : 2 是 可 测 且 有 
界 的 (以 |4| WA). 证 明 :如 上 ， 

IL 如 果 兄 是 一 个 复 值 函数 使 得 每 当 (CL, K pf 
EL?( 关 于 一 个 o- 有 限 测 度 ), 则 是 本 性 有 界 的 . 

证 .可 行 的 一 个 方法 是 推广 离散 (对 角 的 ) 构 造 法 ( 解 47), 如 
果 9 不 是 本 性 有 界 的 , 则 存在 一 个 正 有 限 测度 的 可 测 集 的 不 交 序 
Wi Ma}, BAH CEM, 有 | p(@) | Sn (2 可 测 的 证 明 无 何 麻烦 ; 
参看 解 50)， 定 义 一 个 函数 了 如 下 ; 如果 对 某 一 %, ce M,, dil 


of 
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f(a) 

否则 f(a) =0, 由 于 
| Pan- f, siaa] 


- is, 
Ve Mn) +(e) 


du 
a, pMa) |p|? 
<2), < 
函数 了 属于 DL; 由 于 
flosi- | ry 
PRR pf 不 是 如 此 ， 

男 有 一 个 证 法 ; 令 4 表示 以 9 RL 的 每 一 元 素 的 线性 变换 ， 
并 如 下 证 明 4 是 闭 的 . 假设 《jw y> RP A YR C n= 
P'a) FR < fn, I> S, 9 I fn >F Hon rg. BRK 
性 ， 可 设 fs 一 了 《几乎 处 处 ) H gn 一 9 几乎 处 处 ); 如 果 对 序列 
{fs BRR, 则 对 其 一 个 适当 的 子 序 列 说 , 它 必 成 立 。 由 于 
fn >f LF SESE), A pfa >p f (几乎 处 处 ); 由 于 同时 有 
9*fn 一 9 LAMAN), 可 以 推 知 g=g*f 几乎 处 外 成立， 就 是 说 ， 
《六 六 在 4 的 图 象 中 . 结论 (由 闭 图 象 定理 ): 4 是 有 界 的 , 所 以 
“由 问题 50)p 是 有 界 的 ， 

第 二 种 证 法 值得 再 看 一 看 。 乘 法 算 子 的 概念 可 以 有 成 果 地 推 
广 到 无 界 乘 子 上 去 ， 

如 果 9 是 一 个 随意 的 (不 必须 有 界 ) OM a, F M 表示 DL? 
中 使 pS EL 的 了 全 体 的 集 (线性 流 形 )。 上 面 的 第 二 证 法 证 明 
TRM 中 每 一 了 成 2 的 ( 自 焉 到 亚 中 的 ) 线性 变换 是 一 个 闭 
变换 . 《这 一 类 命题 是 测度 论 中 一 个 含糊 但 却 是 众所周知 而 且 正 
确 的 原则 在 算 子 理论 中 的 类 比 。 在 测度 论 中 ,可 以 记 下 的 任何 函 
数 是 可 测 的 ; 在 算 子 理论 中 , 可 以 记 下 的 任何 变换 是 闭 的 . ) 扼 要 地 
说 :《 有 界 或 非 有 界 的 ) 乘 法 都 是 闭 的 。 然后 可 以 援引 闭 图 象 定理 
以 证 明 : 如 果 该 乘法 还 以 全 部 L 为 其 定义 域 , 则 它 必 是 有 界 的 . 

R52. 对 于 可 道 性 ; 如 果 wm. 一 二 则 由 业 诱 导 的 乘法 算 子 ， 
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2] 


其 作用 同 于 ARW. 假设 , 反 过 来 ,4 EA, RA BSA 
能 在 一 个 测度 为 0 的 集 上 取 值 0 (否则 取 一 个 2 在 其 上 取信 0 A 
有 正 有 限 测度 的 集 的 特征 函数 作为 人 六， 由 于 9g'4"f=f， 可 以 推 
mE SEL, A= A/p). 结论 (由 解 50)，|1/g|< 
(Ai, A fp] 1/ A LP ab eh ea 

关于 谱 的 断 语 可 约 化 为 关于 可 道 性 的 断 语 ， 初 学 者 宜 检查 这 
一 约 化 步骤 的 全 部 细节 。 本 性 值 域 的 概念 与 测度 论 中 其 它 一 些 允 
许 在 擒 测 度 集 上 任意 改动 函数 值 的 概念 一 样 ， 会 使 人 感到 难以 轰 
驭 ,特别 对 初次 接触 者 , 它 常 显得 是 这 样 的 ， 

f2 53. (a) ARAARA LRA mAAR 
的 . 

i. 根据 闭 图 象 定理 可 得 一 个 证 明 . 的 确 , 假设 《fs, gate 
ARR, n=1, 2, 3，…, BR <fn Iof, OC fa >f A 
gs 一 g). AY Pee ame AOE CR Sa > f GA), 
则 fn > f ( 弱 )), AEA a, fn(%) > f (we) A gala) > g(a), 
由 于 4fs 一 pfr, 又 由 于 对 一 切 2 e@) fale) plf (eo), HEM 
g-A4f, Bit: 4 是 闭 的 , 因此 是 有 界 的 ， 

对 于 (b) 的 回答 不 能 完全 说 是 “对 ”， 麻烦 在 于 在 函数 希 耳 伯 
特 空间 的 定义 中 没有 什么 东西 阻止 存在 这 样 的 点 4%， 它 使 得 fw) 
一 0 对 吾 中 一 切 了 成 立 。 这 样 的 点 可 以 随意 地 构成 : 已 给 A 
X, ERTA X, RAPIH 中 每 一 函数 使 其 在 新 增 的 点 都 取 值 
0. 与 比 同时 ,“ 零 点 ”易于 消除 正如 它们 易于 产生 一 样 ; 可 以 从 了 
中 略 去 它们 并 把 H 中 每 一 函数 限制 到 剩余 的 点 集中 。 只 要 有 无 
穷 多 个 零点 ,无 论 如 何 , (b) 的 回答 必须 是 “ 否 ”. 理由 :并 上 的 任 一 
阴 数 可 以 在 各 零点 重 加 定义 使 它 成 为 无 界 的， 而 不 改变 乘 以 这 基 
数 的 乘法 对 H 的 元 素 的 影响 ， 对 于 函数 希 耳 伯 特 空间 说 ,零点 扮 
演 着 无 穷 测 度 的 原子 在 L 空间 中 扮演 的 角色 (参看 解 49). 

(b) 如 果 瑞 是 一 个 无 零点 的 函数 希 耳 伯 特 空间 ， 则 再 上 每 
一 个 磁 法 (必然 是 有 界 的 ) 必 是 由 一 个 有 界 乘 子 诱导 的 ， 

证 .注意 当 w 是 一 个 正 整 数 且 了 属于 瑟 时 恒 有 
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pref =! Af <i" lf 
(参看 解 50)， 如 果 4= 0, 则 p=0, 无 须 再 作证 明 ; 否则 记 由 一 中 / 
|Al, 县 改写 上 面 的 不 等 式 成 下 式 
IWISSI. 
由 此 推 知 ; 如 果 S (e) £0, W Jy SLOR poA. 
由 : AOA S 的 某 信 数 为 界 。 UTHR e 有 一 个 
FEIS £0, HE [| <| Al 处 处 成 立 。 

另 有 一 个 证 明 , 它 更 具有 函数 希 耳 伯 特 空间 常 有 的 风格 ; 它 属 
于 A. L. Shields, $ E 表示 该 空间 的 核 函数 (参看 问题 30). 由 
FAK =p K, 08-2 RW, LAFAMS, (AED (9) 一 
(AK. Ky), 可 推 知 

lp(a)K (x, #)|=(AK,, Ks)<|AI.E.,l. 
由 于 |K. (E, K), LWT (Ke, Ky) -K-(y) 恒 成 立 , 因而 
|K-|?=K (v, «), WHER 
|p (a) K (a, x)|<|A]-|K(@, Dh 

HRR K (a, =K w) = (Ky KYRRE K 是 正定 的 , 从 
而 特别 有 , Kæ, yiI<VKG@ vz) VEU, Y)， 册 此 推 知 如 果 
yke, AKo, 2-0, Wy yA KG, y)=0, MKEK 
0, ASO =F, K)=-ON—-W f ML. 零点 不 存在 的 假设 保 
证 了 这 不 可 能 发 生 ， 结 论 : jp(o) |<14|. 

本 证 明 用 到 了 关于 无 须 假 设 是 严格 正 的 一 次 半 形 式 的 
Schwarz RR, Schwarz 不 等 式 的 某 些 标准 证 明 此 时 仍然 可 
H; Halmos[1961, p. 15] 的 证 明 则 否 ， 问 题 是 要 证 明 , 如 果 9 是 
一 个 正 对 称 一 次 半 形 式 , W 

lof, DPX<eCf, Nog 9) 
(两 个 使 用 字母 的 习惯 在 这 里 发 生 了 暂时 冲突 ， 字 母 9 在 本 段 中 ， 
与 前 面 不 同 , 不 表示 也 上 的 一 个 乘 子 , 而 表示 H 上 一 个 一 次 半 形 
式 )， 为 了 证 明 , 令 p 表示 同一 空间 上 任意 的 严格 正 对 称 一 次 半 
形式 ,并 对 每 一 正 数 8, 记 
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由 一 由 二 8: 
形式 $ 是 严格 正 的 ; 对 它 应 用 Schwarz PEAP e 一 0. 至 于 
(在 每 一 实 或 复 矢量 空间 上 ) 求 一 个 严格 正 形式 $., RA Hamel 
i., 如 果 {ej}j 是 一 个 Hamal 基 , id + (> Oi, > Be = 2483, 


此 和 式 形 式 上 是 无 穷 的 但 仅 有 限 项 非 0. 

关于 Schwarz 不 等 式 的 这 些 讨论 是 离 了 题 ， 但 却 是 有 趣 的 ; 
这 里 再 补充 一 点 ， 对 内 积 《 严 格 正 形式 ) 的 Schwarz 不 等 式 的 证 
明 只 包含 一 行 的 验证 ,就 是 


IFP a-l G, 9 P= 9 人 一 Dg. 


如 以 lgl? 乘 全 式 使 得 结果 当 9 一 0 时 仍 成 立 , 可 能 更 漂亮 ,但 该 等 
式 当 取 上 面 所 给 形式 时 显得 更 加 明 洁 。 这 一 行 还 证 明了 , 如 果 不 
等 式 退 化 为 等 式 , 则 了 与 9 线性 相关 ， 道 定理 是 不 足 道 的 ; 如 果子 
与 9 线性 相关 , 则 它们 中 有 一 是 另 一 的 数量 倍 ,例如 g—af, 于 是 
A, DP ACE AG DMEF lal PY. 

#54. 令 瑟 表示 [0, 1] -WRF R A A T L 的 绝对 
连续 〈 复 值 ) 函数 全 体 的 集 ; HWAR ACS, 9) 一 (0)g(0) ++ 


PrO da HX, MIF |=0,9 [°F ldeo, FEL 
PEER J' (0) =0, 因此 了 是 一 个 党 数 ; 可 是 F 0) 一 0, 由 此 知 也- 
0、 这 证 明了 这 内 积 是 严格 正 的 ， 如 果 { fa} H A A E A, 
CaCO) 是 数值 的 哥 西 序列 而 {j 是 L? 中 哥 西 序列 。 由 此 推 知 
对 某 一 复数 w ML? 中 某 一 % faa H fag. Bf@=at 
PrO 便 得 一 个 户 BE Saf eH), BRET HEZ 
iy. 如 果 0<z<1, 则 


IF P=1F@ +] Fae? 


<2(1 FO) FO lad) —21 1% 
这 证 明了 计 值 泛 函 是 有 界 的 , 从 而 E 是 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 ， 
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WAS Mg RTH, 则 ff 和 g 是 有 界 的 ; 由 此 知 (fg)'(=fyg 
HEDRET L AT foc, FIBRES HH, 一 切 要 求 都 已 
满足 . 

本 例 属 于 A. L. Shields, 


第 七 章 算 子 矩阵 
R55. i A=AD—BO, 如果 4 是 可 道 的 , 则 
A B DA — BA 
P D) 号 (oat aa) 
的 乘积 , 不 论 次 序 如 何 , 都 是 
1 0 
( 1 
这 证 明了 条 件 的 充分 性 (注意 在 这 一 段 中 , 0 与 工 不 是 数 而 是 某 一 
合适 的 希 耳 伯 特 空间 的 算 子 )， 


现在 假设 
(4 B 
oD) 


是 可 逆 的 ,从 而 特别 是 下 有 界 的 . 这 意味 着 
[A f+ Bgl? + |Cf+Dg\*>8( 7+ I gl) 
NREX 3 BOL. 这 个 关系 式 有 两 个 特例 可 以 有 用 地 结合 起 来 
首先 , & <f, o> 的 两 坐标 中 之 一 等 于 0( 另 一 坐标 都 称 为 有 ) ,得 
|AfP+ OFI; f|?, 
[BFP + [DFP Sd Fi’, 
其 次 , 取 <Df， 一 0f> A <-B, AP RE <S, 9> RILATE 
达 式 中 的 两 列 比较 ), 得 
| AD—BO)f |?=8(/Cf|?+|DF |), 
| (AD—BO)fP=3(|Af|?+ | BF), 
后 面 一 对 不 等 式 相 加 , 除 以 2, 联系 前 面 一 对 不 等 式 , 即 得 
| (AD— BO) FpP>ai fl]? 
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结论 ，4D 一 BO 是 下 有 界 的 ， 
HFA, B, C 5 DWR A, B*, C0" 与 D" 也 是 如 此 ， 


由 于 
A B\ 
(oo) 
At o 
(> p) 
也 是 如 此 , 前段 的 结果 蕴涵 A'D" BC" 下 有 界 , 从 而 其 核 是 平凡 


的 ,这 又 蕴涵 AD— BO 的 值 域 是 稠密 的 ， 
由 于 4D 一 BO 下 有 界 且 有 稠 值 域 可 知 4D 一 BC 是 可 逆 的 ， 


可 道 ,伴随 矩阵 


证 


Sè 


fe 56. 由 于 


恒 为 可 着, 其 逆 为 


A B A B\/1 0 
wen (Fo) Golly a) 
同时 为 可 道 或 否 ， 此 乘积 算出 求 就 是 

4 二 BT B 
Gir p) 
A T= 一 D-10, 可 得 结论 ; 
A B 
(2 7) 


(* -BDC p) 


Ay wi A RS 


0 D 
可 道 ， 
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暂 引 入 缩写 记号 加 4 一 BD O 并 进而 考虑 


E B 
(o 2) 
的 可 逆 性 ， 呈 是 可 逆 的 假设 仍然 有 效 ， 如 果 召 也 是 可 逆 的 , W 
E B 
(oa) 
E> -EBD 
a) 


E B 
\o 
可 道 , 则 鼠 也 是 如 此 , 证明 只 需 一 个 简单 计算 ， 假 设 


(as) 


也 是 如 此 ,其 逆 为 


逆 命 题 也 是 真 的 : 如 果 


E B 
x (o) 
之 道 ; 则 
PE PB+QD\ /EP+BR EQ+BS\ /1 0 
(hg nerep) | DR DS )-(。 1) 


Hy: DR=0 m D Ww, na R=0; hf PH=1 H EP+BR=1, 
可 知 ETARE E= P), 
现在 把 缩写 复原 , 便 得 结论 : 
A B 
(o >) 
可 逆 当 且 只 当 4 一 BD-1O WM, KTD ETX, RADHE 
法 不 影响 有 关 可 六 性 的 任何 命题 ; 由 此 推 知 
A B 
(o>) 


ARYA RM AD-BD VCD 可 逆 ， 直 到 此 时 ,不 需要 所 假定 的 
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O 和 也 的 可 交换 性 ; 现在 , 它 介入 了 , 它 使 命题 更 适合 我 们 的 意图 ， 
由 于 与 也 可 交换 , 推 知 0 与 D 可 交换 ,从 而 BD*CD=BC, 


结论 ; 
A 7) 
lo > 


可 逆 当 且 只 当 4D 一 BC TW, 

假设 条 件 的 不 对 称 性 (为 什么 C 与 D? LIHA D) 并 不 
象 初 看 时 那么 不 顺眼 。 关键 点 在 于 结论 也 有 相同 程度 的 不 对 称 
性 ， 为 什么 (D AD— BO 有 这 个 特权 ,而 (2) DA— BC, 或 (3) DA 
一 CB, 或 (4) 4D 一 CB 没有 这 个 特权 呢 ? 要 恢复 对 称 性 , RBH 
变 命题 , 而 是 去 扩大 它 所 包含 的 内 容 ， 本 定理 只 是 四 个 定理 中 的 
一 个 ， 要 得 到 包含 形式 行列 式 的 一 切 可 能 形式 的 结论 , 可 以 假定 
D 可 逆 并 假设 (1T) 0 与 刀 或 (2) B 与 DD 可 交换 ， 或 从 另 一 方面 
假定 4 可 道 并 假设 (3) 4 5 BR (D 4 与 0 可 交换 . 

如 果 基 础 希 耳 伯 特 空间 是 有 限 维 的 ， 则 可 北 算 子 在 算 子 全 体 
所 成 的 距离 空间 中 稠密 , 这 是 众所周知 且 是 显然 的 。 这 个 评注 (与 
上 面 已 证 的 结果 一 起 ) 区 涵 在 有 限 维 情形 下 本 问题 中 可 逆 性 的 候 
设 是 多 余 的 ; 如 果 C 与 D 可 交换 ,由 

A B 
(o >) 
可 道 的 一 个 充 要 条 件 是 AD- BC WR, 证 明 方法 是 去 证 明 一 个 
更 强 的 命题 : 由 于 乘 上 
1 0 
(z 1) 


PARAIRE TATAE, 也 不 改变 对 应 的 行列 式 的 数值 , 所 以 我 
们 可 以 证 明 


dot (< B det (AD— BO 
ct( 7 -aet(4D 一 BO)， 


关于 反例 ,可 以 在 六 中 有 效 地 找到 它们 .由 
Aco, i, Éa, p= <É, És, És, > 


第 七 章 BF i 177 
和 Do, £i, £2, =O, o, Ši, £o, o> 
we AAD, HH B=C=0, 由 此 得 AD-BC=1, {B 
A B 
(a >) 

有 一 个 非 平凡 核 (观察 <f,， o>, 此 处 f=<1, 0, 0, ->m g=0), 
MR, ATH, B h 

BeEo, £1, &2, e= Eo 0, 0, 0, ++), 


l D B 

定义 , 则 ( z) 
A 0 

TA JER (3 p? 


但 形式 行列 式 D 4 则 有 一 个 非 平凡 核 ， 

fi 57. 先 从 一 个 具有 独立 意义 的 引 理 开始 似 较为 方便 ， 如 
果 一 个 有 限 维 子 空间 在 一 个 可 逆 算 子 下 是 不 变 的 ， 则 它 在 其 逆 算 
子 下 也 是 不 变 的 《有 简易 的 例子 说 明 有 限 维 的 假定 在 这 里 是 不 可 
少 的 )， 为 了 避免 引入 更 多 的 记号 , + HOK 表示 所 说 的 空间 , A 
表示 所 说 的 子 空间 , MARAT. HARTAR HOK ih 
一 个 子 空间 ,但 是 只 要 通过 一 个 明显 的 等 同 映 射 , 它 就 变 成 一 个 这 
样 的 子 空间 ，) 由 于 MACH, 又 岂 于 ( 据 可 北 性 ) 几 保持 线性 无 
关 性 , AHEM dim MH =dim H, 由 此 (由 有 限 维 性 ) MH=H, 这 
蕴涵 MOH =H, MIRREN ase, 

这 引 理 适用 于 我 们 手边 的 情形 ， 如 果 


0 

M= ， 

0 Dp 

WA eM PAR, 由 引 理 推 知 如 果 M 是 可 道 的 , 则 M 具有 
A’ y) 
(0 > 

的 形式 ， 有 限 维 性 到 此 已 经 起 了 它 的 作用 ; 以 下 的 推理 是 普遍 有 

效 的 ， 一 旦 知道 一 个 三 角 和 矩阵 有 一 个 三 角 任 阵 的 逆 ， 则 不 管 它 的 
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TORE ANCA, 该 矩阵 的 每 一 对 角 元 素 都 是 可 逆 的 , ee Bp 
逆 拖 阵 的 对 应 元 素 . 证 明 ， 按 两 种 可 能 的 次 序 将 两 矩阵 相 乘 然 后 
观察 其 结果 ， 


第 八 章 谱 的 性质 


f$ 58. 如 果 4 是 一 个 算 子 ， 则 oC4”) 一 (4)* 卫 H(A”) 
UNA)’=—A(A"). 

WE. mE AEA), M 4 一 有 非 零 核 , 所 以 4- 的 值 域 
有 非 零 的 正 交 补 ; 这 两 个 列 洱 关系 都 是 可 逆 的 ， 

第 二 方程 是 关于 I 与共 思 性 间 的 关系 所 能 说 的 最 好 结果 . 
这 断 语 就 是 说 ， 如果 4 一 和 不 是 可 道 的 , 则 4* 一 入 和 4 一 和 * 中 之 
一 不 是 下 有 界 的 . 等 价 地 说 (记号 要 做 一 个 明显 的 改变 )， 只 须 证 
HAR A 与 4 两 者 都 是 下 有 界 的 , 则 A* TDR, HED 
TEER: 如 果 4 下 有 界 , 则 其 核 是 平凡 的 ,因此 A 的 值 域 稠 ; 这 
一 点 ,连同 A” 下 有 界 的 假定 , WE A” 是 可 道 的，〈 这 个 推理 曾经 
在 证 明 现 在 这 个 断 语 的 一 个 特殊 情形 时 用 过 ; 参看 解 55, ) 

系 .Io(A4) 一 TC(4)* BA) UA" V54. 

WE. 以 AREA, 

#59. 如 果 和 4 是 算 子 且 Pp 是 多 项 式 ， 则 Ho(p(A)) =pro 
(A)), H Cpl) =pHI(A)), ELl) =p EA) eR A 
是 一 个 可 这 算 子 且 对 240 A pe) si/z, 则 同样 诸 方 程 也 成 评 . 

证 .在 实际 开始 证 明之 前 宜 先 进行 三 个 初等 的 观察 . 如果 有 
限 个 算 子 的 乘积 (1) 有 非 0 核 , 或 (2) 非 下 有 界 或 (3) 有 非 稠 的 值 
域 , 则 至 少 有 一 个 因子 必 有 同样 的 性 质 ， 如 果 两 因子 可 交换 , 则 每 
一 命题 的 逆 命 题 也 成 立 ， 证 明 的 思想 从 下 列 诸 句 子 可 能 会 得 到 最 
好 的 启示 .如果 AB BRAY (了 DD 一 个 非 零 矢量 成 0, 或 (2) 一 个 单位 
矢量 序列 成 为 一 个 趋 于 零 的 序列 ， 则 从 右 向 左 进 行 推理 ， 如 果 卫 
不 曾 这 样 做 , 则 4 必须 这 样 。 (3) 如 果 AB 的 值 域 非 稠 , 自 左 向 右 

[ 注 ] ，“ 指 不 论 它 是 维 数 多 大 的 空间 上 的 算 子 或 变换 ， 一 一 译 考 注 
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进行 推理 ; 如 果 4 的 值 域 稠 , 则 下 的 值 域 必 非 种 . 

现在 讨论 谱 映 射 定理 的 证 明 , 不 失 一 般 性 , 假定 多 项 式 p 有 正 
的 次 数 且 首 项 系数 为 1. HF pO) — po) WA ho ER, R C) Cee] 
可 推 知 ,如 果 )oE ToC4)， 则 2pOo) E16(p(4))， 从 而 p(Io(A)) 
cIo(p(4))，( 这 一 部 分 如 下 证 明 简 单 得 多 :如果 ASS, N 
p(4)f 一 p(Xo)f。 上 面 较 长 的 证 法 则 也 可 适用 于 其 它 情形 ， 所 以 
稍 后 可 节省 时 间 , ) 如 果 , 另 一 方面 ,a€ TTo(p(4)), 则 将 pO) 一 a 
表示 成 类 如 和 一 Xe 的 因子 的 乘积 , 并 应 用 (1)， 结论 是 对 Jo(4) 中 
TERY Xe Af a=p(Ac), 这 意味 着 aC pCUlo(A)), 从 而 Ho(p(4)) 
Cpl), X aD 的 论证 丛 司 上 述 ， 只 须 用 他 或 (9) 代 
(1) ， 另 一 备 反方 法 可 用 于 了 ;应 用 关于 To 的 结果 于 A RIY, 
再 应 用 解 58, 

现在 转 到 倒数 ， 如 果 AEUR A =A, He FeO, 则 
和 0， 施行 4: 于 方程 的 两 边 , 除 以 和 ,得 到 

APs f, 
、 1 
ke TA) 
以 A 代 4 再 取 倒数 ， 便 得 反 疝 的 包含 式 ， 用 相同 方法 ， 且 从 
4 户 - 户 一 0 上 fl 一 1 开始 ， 便 得 倒数 的 关于 的 谱 映 射 定 
理 ， 应 用 关于 To 的 结果 于 伴随 算 子 可 导出 关于 荆 的 结果 . 

#260. (O 如 果 4 一 1 By, my PCA- P=PHAP— A 
也 如 此 . 

(2) 如 果 Af=Af, Ml) PHAP (Pf) =A PAS), 

(B) 如 果 A fa A fa > 0, 3X NY [fall =L, WY PAP (Pf) 
APSA =P EASA, HEB P Sal 在 下 方 以 1 
IPI WAL, TAPE, A PY.) 为 除 式 行 除法 ,不 影响 收敛 于 0 的 
Kate. KAE ， 

-1 Pfa ify 
PAP (Gey) e. 
[ 注 ] 此 处 应 为 : HBC) a, ERE 


cH». 


160 解 等 


(4) mE g EF PIAP- = P(A- P) BER, M g R 
于 4 一 和 BERE P 下 的 象 ， 这 蕴涵 如 果 AA 的 值 域 的 闭 包 
不 是 Hb PAP ARM ha H, 

则 给 出 的 四 个 证 明 指 明 4 的 谱 的 每 一 指名 的 部 分 包含 于 
PAP 的 ( 谱 的 ) 对 应 部 分 。 在 这 个 断 语 中 , 以 PAP fn PH 5) 
别 取 代 A 5 P, RAPT BAH, 

fe Gl. 待 证 的 是 ， 如 果 和 0, 则 AB—A 与 B4 一 和 A 
DRA ARR, RU 一 入 就 把 定理 约 化 成 一 般 的 环 论断 语 ， 如 
果 1 一 48B 可 道 , 则 1 一 B4 也 如 是 ， 这 个 断 语 的 证 明 思路 可 自 下 
面 的 假定 得 到 启发 , 即 假定 1 一 4B Wk, KIO, SRTA I+ 
AB+ ABAB+--, 类似 地 ,假定 1 一 B4 的 道 是 1+B4 二 DB4B4 二 
++ =14+B(1+AB+ABAB+-.-)A=1+BO4A, 但 这 不 算 证 明 , 证 
明 本 身 包 含 着 验证 ; 如 果 

Od-—AB)=(—A4BO0=1, 
则 (1+ BCA) (一 B4) 一 (一 B4)LTBO4) =1, 
验证 是 简捷 的 ， 如 果 把 关于 0 的 假定 改写 成 
CAB=ABO=C-1, 
就 更 易于 看 出 结论 ， 

e2. 对 每 一 算 子 4 说 ,近似 点 谱 是 闭 的 ， 

WE. MAER H 的 余 集 是 开 的 着 手 较为 方便 ， 如果 各 不 
属于 (4), 则 4 一 ho FRR; 壁 如 说 ,对 一 切 了 有 


|Af—ro fi >sll, 
由 于 对 一 切 和 %， 
JAF —rof|<|Af—Afl + Nf ofl, 
可 以 推 知 (8—|A—Ao]) IFIS AFA. 


KAR, MR | 入 一 ho| 充 分 小 , 则 AA FAR. 

解 68. 证 明 下 列 稍为 一 般 的 断 语 是 方便 的 (但 不 是 必须 如 
此 ); 如 果 {4 是 一 个 可 道 算 子 序列 , 又 车 4 是 一 个 非 可 北 算 子 ， 
使 得 当 %w 一 co 时 |4, 一 41 > 0, OETA), WF A RA 
HY, ROC (A) ROE L(A), mE OEA), AMBIT A, A 
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此 只 须 证 明 在 ran A 非 稠 的 假定 下 , 剑 不 是 下 有 界 的 ( 即 0ERC4D) 
WET. TIE 假设 了 是 一 个 正 交 于 ran A 的 非 零 天 量 , 并 记 


Ai 
fe TAT 


HAT | fall <1, HER | An A) fal <|4n-Al > 9, WH ASE 
ran A, H A, fanl ran 4, 由 此 知 
[Anfa Afal? = (Anfal? + Afal > i Atal? 

从 而 Afai 0. 

为 了 导出 原来 的 关于 谱 的 断 语 , 假设 入 是 在 ACA) 的 边界 上 ， 
由 此 知 存在 不 属于 ACA) 的 数 和 ,使 得 Xs A, AT Ain 是 可 
wii AA ME; 由 于 

| 4 一 2 一 (4 一 人 一 jw 一 人 一 0， 

可 从 前 段 推 知 和 EI(4). 
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64. 正规 性 告诉 我 们 ， 对 每 一 矢量 岂 A [Afi =A. 
由 此 推 知 对 每 一 入 ， 有 Aar aS, 从 而 HCA) = 
QIo(A*))”. 从 解 58 即 得 结论 . 

解 65. 如 果 女 是 对 角 算 子 ， 则 Ho(4) 和 了 (4) 部 等 于 对 角 
线 , 且 如 (4)( 一 A(4)) 是 对 角 线 的 闭 包 ， 

证 .假设 {tej} 是 一 个 就 范 正 交 基 , 使 得 4e 一 op， 第 一 断 语 说 
的 是 ,一 个 数 是 4 的 一 个 特征 值 当 且 只 当 它 等 于 诸 mw 之 一 .“ 当 ” 
是 不 足 道 的 : 每 一 上 % 是 4 的 一 个 特征 值 . 据 一 个 明显 的 减法 “只 
当 等 价 于 : WOR A AE OK, Wika 中 至 少 有 一 个 为 堆 . 取 逆 否 
命题 : 如 果 对 一 切 了 有 四 z0, 则 AS =O Ai /一 0, 的 确 : 如 果 f = 
2 Esty» 则 Af=3 akie AIL Af=0 等 价 于 对 一 切 了 有 aE; = 0; 


由 于 没有 一 个 a 为 零 ,每 一 个 与 MASTS. 
WEA 已 知 ， 就 可 应 用 问题 64 的 结果 。 由 于 对 角 算 子 
是 正规 的 , 可 推 知 荆 (4) 也 等 于 对 角 线 , 上 且 近 似 点 谱 与 全 谱 相同 ， 
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解 66. Z Ah o- 有限 测度 空间 上 的 ) RF PHT 
出 的 乘法 , 则 Wo ADS L(A) 两 者 都 等 于 使 pg 1({ 入 }) 有 正 测度 的 
那些 复数 入 的 集 , 且 (4)( 一 A(4A)) 是 9 的 本 性 值 域 . 

证 .如 果 SCL? Hol) f@d=rAf@) 几乎 处 处 成 立 ， 则 当 
f(z) £0, BA pe) = 和 。 这 蕴涵 ， 为 使 是 4 的 一 个 特征 值 ， 
函数 2 必 在 一 个 正 测度 集 上 取 和 为 值 ， 如 果 , 反之 ,在 一 个 正 测度 
EM Epl) =i, RAPE 履 的 一 个 正 有 限 测度 子 集 的 特征 函 
Z W SEL, +0 而且 委 1 一 入 f, 因 此 入 是 44 的 一 个 特征 值 。 

剩 下 的 断 语 可 以 如 而 解 65 中 那样 给 予 证 明 . 

#67. RU ZH M6, WAC) =D AAAA), 
HU) =, 了 DJ=C( 一 单位 图)， 且 工 (U) 一 D 一 C (一 单位 国 
域 的 内 部 )， FHEA TH, ACO) =D, Ho U*) =D-C, 
I (U*) =D, a T (U =9, 

iE, ANU MU 是 明知 的 ， 每 一 算 子 提供 关于 男 一 算 
THRE. BU", 不 论 单独 地 或 与 DU 一 起 , 该 知道 它 到 底 是 
什么 样 的 算 子 . 由 于 (对 也 j=0, 1, 2, +) 

(De e) = (ei, Ue) = (6, E41) = D4441, 
可 知 U"eo= 0; 
mak t>o, W 
1,441— 011,1 = (Ci-1, €), 

所 以 Le 一 ed (é=1, 2, 8, +), 
这 结果 用 坐标 表示 就 是 

U*<£o, és, Éag, “>= En fo, Es, 7. 
U yp eR CHB E ea A HE 上 的 乘法 ) 有 其 欺骗 性 ， 由 于 乘 
法 算 子 的 伴随 算 子 是 乘 以 复 共 斩 函 数 的 乘法 ， 这 会 引 人 想 到 如 果 
FEW MOP O 天 Jo， 这 不 但 是 错误 的 ,而且 是 无 意义 的 ; 
H’ 在 以 e 乘 的 乘法 下 不 是 不 变 的 . ORE RE SOR SE PETE] BY AT BY 
性 对 L? 说 是 行 得 遂 的 , 但 没有 理由 假定 它 对 的 一 个 子 空间 也 
行 得 通 , 在 B UO" 的 正确 表达 式 是 

TUP @) =2° (f (2) CS, eo)). 
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现在 考虑 谱 及 其 各 部 分 .由 于 U 是 一 个 等 距 算 子 , 因 此 1Dj = 
1, 由 此 推 知 品 的 谱 包 含 于 闭 单位 贺 域 中 ,从 而 这 对 U* 也 成 立 ， 

如 果 吕 f= 和 了 ,这 里 的 f=<éo, 1, So, +>, MY 

<0, £o, én, Ea, ">= No, M1 Ms, oD. 
因此 O= Afo 且 对 一 切 m 有 Eam AEn. WALA — H a A E,=0 
(分 别 察看 = 0 和 入 ¥0 的 情况 ), 从 而 WoO) 0, 推论 : 2") 
=O, 

U 没有 特征 值 这 一 点 ,有 另 一 可 供 选 择 的 证 明 , 它 有 一 些 几 何 
方面 的 优点 。 如 果 了 是 属于 非 0 特征 值 的 一 个 特征 矢 ， 则 对 每 一 
正 整数 %, f AF ran A’, 这 是 不 足 道 的 事实 ,对 于 每 一 算 子 4 成 
立 ( 用 归纳 法 证 明 ,m=0 时 是 不 足 道 的 ; 如 果 f= Ag, WW f= C/A) 
x Af= (1/0) Atg). U" 的 值 域 由 正 交 于 一 切 e, 0<7<m， 的 一 
DREAM, 随 之 有 ， MranU" 仅 含 0。 这 证 明了 UU 没有 不 同 于 


OME. USER, 即 如 果 f=0, w o= [Uf =S 
排除 了 特征 值 0. 
WR OF HAS, W 

El Eo, Es, -> =o, M1, ra, “>, 
因此 对 一 切 n, 有 ri 一 Ms, BE Eam A Eo WMR o0, 则 了 =0; 
否则 所 得 诸 二 是 一 个 矢量 的 坐标 ( 即 它们 是 平方 可 和 的 ) 的 一 个 充 
要 条 件 是 | 和 | <1， 结 论 ; WoO") EA BAR MS, CU) ES 
HAMAR. 这 个 圆 域 中 的 每 一 入 是 U" 的 一 个 简单 特征 值 ( 即 它 
有 重 数 1); 对 应 的 特征 矢 户 (规范 化 使 (六 €o) 一 了 由 


f=, A, wv, A3, "> 
给 出 ， 


由 于 谱 是 闭 的 ,可 推 知 4(D) 和 4(U") 都 包含 闭 单位 圆 域 , 从 
而 它们 就 等 于 它 , 剩 下 的 就 只 有 求 联 和 TUC ) 了 .由 于 每 一 
算 子 的 谱 的 边界 包含 于 近似 点 谱 , 可 推 知 IT) 和 五 (V ) 都 包含 
单位 圆 . 如 果 || 天 二 则 对 一 切 了 ,有 
Uf -Afl > UFI- as = 1-1 dl, 
因此 已- 一 和 下 有 界 ， 这 证 明了 AU) BREA. X U 的 情 
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DLA A A, 由 于 Ze 恒 包 含 于 OT, LAT Wo") EF A BK, 
可 推 知 IE CU") ap ee Pa i R. 

#68. vg Wam Biz, MAW)=C(=- $B), 
UIW) =9, TW) =C, LIEW) 一 .同样 诸 方 程 对 伴随 算 子 
WY he, 

WE. W 的 谱 以 及 这 个 谱 的 精密 结构 可 遵循 单 侧 移 位 U 的 研 
究 中 指明 的 模式 来 确定 ( 解 67)， 但 还 有 另外 的 方法 , 一 个 更 好 的 
方法 来 确定 它 ， HAT U £H Lee, MMW 在 
ITC 这 里 的 凡是 单位 圆 上 就 范 勒 贝 格 测度 ,参看 问题 26) 上 有 
一 自然 的 函数 表示 。 由 于 由 wm(z) =2%(n=0, $1, +2, e) 定义 
的 诸 函 数 e 形成 LP 的 就 范 正 交 基 ， 又 由 于 移 前 一 个 指标 对 它们 
的 作用 同 于 乘 以 e, 可 推 知 双 侧 移 位 同 于 L 上 由 

(WH) =2f@) 
EMNFEAT. 这 解决 了 关于 W 的 所 有 问题 , 一 切 由 解 66 推 
得 ， 

至 于 WW”, 它 的 研究 可 约 化 为 VW 的 研究 。 的确, 由 于 WwW 是 西 
算 子 , 它 的 伴随 算 子 同 于 它 的 道 . W~ 的 计算 毫 不 费力 ; 很 清楚 ， 
WY aaki, Em W mea. CW 与 到 "之 间 有 一 完全 
的 对 称 性 ; 要 从 其 一 得 到 其 它 , Rn Bien, 用 更 学 究 式 的 
Baik: WOW 是 西 等 价 的 , 特别 地 ， 由 条 件 Re,=e_.(n=0, 
+1, +2, ) MEHR T REW 变换 成 W'( 即 RWR= 
W". ii: W 的 谱 等 于 WwW 的 谱 , 且 同 命题 对 于 谱 的 每 一 通常 
部 分 ,部 分 对 部 分 地 , 也 是 真 的 ， 

解 69. 首先 假设 A 的 特征 矢 张 成 H, +X 表示 一 个 指 
bp, X 中 每 一 %, 有 A” 的 一 个 特征 矢 K: GZ BK, 张 
成 H; U pl) 标记 对 应 于 Ks ORACLE BRATAR 
奥 的 意义 ; 它 不 过 是 为 了 记号 上 的 方便 ) 。 由 此 知 A*K,=—(a)* 
xK, SH pe fof Ra Lh =f, DM 
的 函数 ， 对 应 了 -> 了 是 线性 的 . 如 果 PHO, AMM ACS, 
K,)=90, Wf-OChH FB K KM H), BETENT, 9) = 
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Cf, DUAR, DRAKE, 形 如 了 (对 应 于 瑟 中 的 方 的 
函数 全 体 的 集 I 成 为 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 。[ 注 意 ，|7(e) | = 
lf, KDIS E= F E] A 4 表示 A 在 网 构 对 应 
fof FWR GRE, AF = ANN 

ADANE = Af, KD =(f, AEK) 

=(f, p(a)*K.) =9(a) (F, Ka) =9(@) F(a), 
于 是 4 确 是 一 个 乘法 ， 

逆 定 理 的 证 明 可 以 返 潮 上 面 的 计算 步 又， 详细 地 说 ,如 果 4 
是 一 个 具 定 义 域 X 和 核 函数 KE 的 函数 希 耳 伯 特 空间 HN 上 的 乘 
法 ( 璧 如 说 具 乘 子 p), 因而 (4 了 ) (2) =p) f@), WAS, Ka) = 
PS, Kà (这 里 的 Ky =K (y, 2))， 所 以 对 一 切 了 有 (J， 
AK,- p) K) =0, 由 此 推 知 AK. =p Ka 由 于 在 函数 
希 耳 伯 特 空间 中 诸 K. 的 集 恒 张 成 全 空间 ,证 完 . 

试 将 这 构造 法 与 关于 单 侧 移 位 的 已 知 知识 ( 解 67) 比 较 。 

解 70. 单 侧 移 位 的 相对 谱 是 单位 图 . 

证 ， 可 使 证 明 依赖 于 两 个 简单 的 引 理 。 (D 对 一 个 具 平 凡 核 
的 算 子 说 , 相对 可 道 性 同 于 左 可 逆 性 ， (2) 对 一 切 算 子 , 左 可 逆 性 
同 于 下 有 界 性 ， 

(1) 的 证 明 在 一 个 方向 说 是 不 足 道 的 ， 左 可 道 性 恒 蕴 含 相对 
可 道 性 .为 证 道 命题 , 假设 4B4 一 4, 因而 4( 一 B4) =0， 如 果 
4 的 核 是 平凡 的 , 则 可 推 知 1 一 B4==0, 从 而 4 BARA. 

为 证 (2) ,假设 4 是 左 可 逆 的 , 璧 如 说 BA=1, 可 推 知 对 每 一 

A Ifl=|BAf|<|Bl-l 4s), Ai 4 是 下 有 界 的 如果 ,反之 ， 
4 是 下 有 界 的 , 则 映射 4 有 唯一 确定 的 逆 映 射 B, 它 把 4 的 ( 闭 》 
信 域 射 到 全 空间 上 . 映射 互 是 有 界线 性 变换 ; 可 扩张 它 成 一 个 (全 
空间 上 的 ) 算 子 ,例如 可 在 4 的 信 域 的 正 交 补 上 定义 其 值 为 0。 扩 
张 了 的 卫 就 是 4 的 一 个 左 逆 算 子 ， 

5138 (1) 和 (2) 草 涵 , 如 果 一 个 算 子 的 点 谱 是 空 的 , 则 对 该 算 子 
说 ， 相 对 谱 等 于 近似 点 谱 ， 对 于 单 侧 移 位 的 断 语 现在 已 厅 言 自明 
(参看 解 67) 
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解 嘱 .如果 4 是 项 耳 伯 特 空间 百 LORS te Rak 
非 0 数 量 , 又 如 M RATER 


(7 
1 Al’ 
则 型 是 相对 可 这 的 充 要 条 件 是 二 也 是 如 此 ， 


见于 M 中 的 数量 <“ 和 工 应 理解 为 再 上 的 算 子 ， 
i. 首先 假设 4 是 相对 可 逆 的 ， 如 果 


ra s) 


是 MAI, BE, WR MNM=M, N) aQA=0H QAt+ 
ASA= 4( 完 成 所 指出 的 乘法 , 然后 看 乘积 的 第 二 列 ). Hat, 
可 推 知 QA—0 从 而 ASA=A; 这 证 时 了 4 相对 可 道 ， 逆 命 题 是 
男 一 容易 的 计算 : 如 果 A 是 相对 可 逆 的 , 璧 如 说 4B4= 4, 则 可 置 
ve (1/a) AB >) 
—(1/a)B BP 
并 验证 MNM=M, 
刚才 证 明 的 结果 蕴涵 存在 着 相对 谱 非 闭 的 算 子 ， 要 证 明 这 一 
点 ,看 一 看 w=0 的 情形 是 合适 的 ， 


事实 是 , 如果 
“m-f 让 
1 4 
WATE A dni M 是 相对 可 逆 的 ， 理由; id 


可 验证 MNM -AM. 
前 面 两 段 合 在 一 起 荀 涵 。 算 子 矩阵 


( ) 
M 


ILE S ET A 的 相对 谱 相 同 ; 它们 间 仅 可 能 在 单个 数 1 
处 有 差异 ， 更 准确 地 说 : 如 果 MA A BS © A, 
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O=-W— {1}, REF MA, 如 果 选 择 4, 使 其 相对 谱 包 含 革 作为 
一 个 聚 点 , 则 M 的 相对 谱 非 闭 . 作 为 一 个 具体 的 例 , 令 4 表示 单 
侧 移 位 ,参看 解 70. 
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解 72. 证 明 算 子 函数 解析 性 的 标准 技巧 是 恒等式 
(1—A) =A, 

如 果 [A| <1, WR STA THROWS, Be 
代数 演算 可 证 明 它 的 和 的 确 有 如 同 1 一 4 的 逆 一 样 的 作用 (以 1 一 
4 代 A, BH, MB |1—Al<1, Ml) AW, BA Halmos[1951, 
52 页 1; 并 参看 问题 88). 

现在 假设 不 在 4 的 谱 中 ,因此 4 一 可逆 ， 为 证 (4 一 和 )-1 
对 于 在 ) 附近 的 入 是 解析 的 ,可 用 4 一 表示 4 一 和 

A—h=(A—ho) — (A— 2o) 
= (A— do) (L— (Ado) (A — Ao). 

如 果 |2— Ao] 充分 小 , 则 || (A—Ao) CA Ao) | <L, TAR Bede TF AY 
以 应 用 .结论 是 ,如果 | 和 一 ho| 充分 小 , 则 A—A Ay, H 


(4—1) = (Aho)? DA- 0))", 
由 此 推 知 如 果 了 和 9 e E 中 , 则 在 和 % 的 某 邻 域 中 有 
(OWS, D= S (Aho) "YF g) A)", 


从 而 p HE do MET. 
至 于 入 = co, 注意 当 和 关 0 时 恒 有 


1 1， 
A-==—5-(.-2A), 


从 而 当 [A] 充分 小 (但 异 于 9) 时 , 4 一 元 是 可 道 的 ， 由 于 
G an 
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级 数 技巧 可 以 再 用 ， 
TO) =p (元 )- -AHAAA H), 
括号 中 的 级 数 对 于 小 的 2 收敛 ， 而 括号 前 面 的 因子 一 2 保证 r(0) 
一 0. 
REVS. 用 引出 矛盾 法 进行 ， 如 果 A ee ae, WW Cou fg) 
〈 即 函数 A> ALAN, 9 四) 对 于 每 一 f lg 是 一 个 整 函数 ; 由 于 
pal) =0, 函数 (ps4f, NE co 的 一 个 邻 域 有 界 , 所 以 在 全 平面 有 
FL, Liouville 定理 蕴涵 (ps4f, 9) 是 一 个 常数 ; 由 于 pa(ee) 一 0, 可 
推 知 
((A—a) -1f, 9) =0 
对 F, g MA Eee, PROB AY (AMA 和 了 替换 
了 和 g), 空 谱 的 假定 站 不 住 脚 . 
fe 74. (r(A))"=r A") 14" 趾 ， 因 而 对 一 切 % A rs 
[Arn 由 些 推 知 
r(A) Slim inf| A"|*”, 


有 反 向 不 等 式 的 成 立 依靠 预 解 式 的 解析 性 质 ( 问 题 73)、 如 果 


-1 
r@)=0(Z)=(4-z) ， 
则 当 XA#0 H 1/% 不 在 和 4 的 谱 中 时 恒 有 TC%) = AGAAT, 由 
于 ,对 每 一 了 和 9, 只 要 I/A] >ra) [A] <1/r(4)), AER 
Aaf, 四) 就 是 解 术 的 ,可 以 推 知 它 的 Taylor 级 数 


=a DA'S, g) 


当 AL <1/r (AREA. KARFA COA, 9)} 对 每 一 这 
样 的 入 是 有 界 的 . 据 一 致 有 界 性 原理 得 到 结论 , EAA A} 
是 有 界 的 ， 如 果 对 一 切 % 有 Jal" JA <a, 则 

[AJ Æa", 
所 以 [A] -lim sup] A" <1, 


由 于 当 | 和 | 过 1/r(4) 时 这 恒 真 , 可 推 知 
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lim sup] AP PSr A), 

7. 题 中 所 断言 的 酉 等 价 可 以 经 一 个 对 角 算 子 实 现 .要 
用 哪 一 个 对 角 算 子 可 倒 推 求 之 。 BED 是 带 对 角 线 {5s} 的 对 角 
BY, 并 假定 AD=DB. 由 此 推 知 (将 等 式 两 边 的 算 子 施行 于 en) 
对 每 一 % 有 

Qndn 一 Bani. 

E So= 1, FAHAS. ERREEN. WSR Bn 到 0, 置 
Ön = (An/ Ba) Sn, 如 果 Bs。=0, Woa,-OCHF, 据 假 定 ， |o | = 
1B8,1); 此 时 置 +1 一 1。 对 于 诸 负 的 %( 如 果 有 ) 可 向 相反 方向 施 
以 同样 的 演算 过 程 ， 这 就 是 说 , 如 果 ow 天 0, 置 n= (Baan) nga; 
如 果 oy =O, EE S,=1, 所 得 结果 是 一 个 模 工 的 复数 的 序列 fa 小. 
导向 这 个 序列 的 诸 步骤 可 以 道 推 ， 已 得 这 序列 , 让 它 诱 导 一 个 对 
角 算 子 D; 注意 到 由 于 对 一 切 % 有 |5,| =1, 知 算 子 忆 是 西 算 子 ; 
而 且 最 后 注意 到 由 于 对 一 切 % A ADe,=DBe,, AET D Aw 
换 成 B. 

#76. 首先 假设 8 是 一 个 使 得 4=- 8 1BS HBAS. h 
此 推 知 4 一 DB， 从 而 AM =S° B'S”, 使 用 前 曾 用 于 本 等 
价 的 论证 ， 可 推断 总 映射 ker B” i ker A”, XAR S Ay E pE 
{cow} 是 下 方 三 角 的 ， 考 虚 方程 $4 一 BS， 并 算出 两 边 的 第 nti 
行 ,% 列 w=0, 1 2 …) 的 算 阵 元 素 ， 结 果 是 anynrian 一 Boann 
从 而 


Botha ‘Bua = | (Bengi, Cn+1) | is IS] 


Qo "On OC'0,0 ooT ol” 
推 证 结论 ; {|oo…on/Bo…Br|} 距 0 AR. ie 的 ) 有 
界 性 , 可 对 8 (RE SMA AS = SIBE S4=BS) 进行 
论证 . 
反之 ,如 果 有 界 性 条 件 被 满足 , 则 可 记 co=1, dr Bor Ba 
aoan, 令 8 表示 具有 对 角 线 序列 {oo, 61, oo …} KARMA 
算 子 ,并 验证 SA=BS, 


-| Onyi, ati 
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TI 如 果 4 是 带 权 数 Oy 的 加 权 移 位 , 则 || All =sup lat, 
—1 7 
Hr(A) =lim sup | i On | F. 


六 的 表示 式 看 来 稍微 复杂 一 些 ， 但 在 一 些 情 况 下 它 可 以 用 来 
计算 某 些 东西 ， 

证 .由 于 4 是 一 个 移 位 与 一 个 具有 对 角 线 (ot 的 对 角 算 子 
的 乘积 ， 又 由 于 移 位 是 一 个 等 虑 算 子 , 可 以 推 知 4 的 范 数 等 于 关 
联 的 对 角 算 子 的 范 数 . 

要 证 明 关 于 谱 半 径 的 断 语 ， 可 算出 4 Wa HE. 如果 Ae 
Only et, 则 AEn = Otning, Aen 一 Ononyi0n4oen48, 如 此 类 推 ， 这 里 
证 明了 , AY 是 一 个 等 距 算 子 (就 是 关联 的 移 位 算 子 的 6 次 旱 ) 和 一 
个 对 角 算 子 (其 第 nn 对 角 项 是 从 ow 开始 天 个 连接 着 的 xx 的 乘积 ) 
的 乘积 ， 结 论 : A 的 范 数 是 具有 长 度 % 的 那个 “滑动 积 ” 的 模 的 上 
确 界 ,或 明显 地 表示 出 来 ， 


|4*] -sap| TI ons 
AACE ae wa a ee 
MTB. 如 果 A ZBRM {æ m, a e} 的 单 侧 加 权 移 位 ， 
LER n=0, i, 2, .. 有 a, #0, 则 IT (A) =ø, H. H(A”) 是 一 个 
以 0 为 中 心 以 Him inf) 这 wx" 为 半径 的 加 域 .此 国 域 可 能 是 开 的 
或 闭 的 , 还 可 能 退化 成 仅 含 原点 
证 . 关于 4 的 证 明 与 不 加 权 单 侧 移 位 者 ( 解 OT) 相同 ， 用 序 
列 (坐标 ) 记 号 表示 , 如果 Af =A, BW f=<So, &1, 63,…》, 则 
Af =<0, o€0, a1€1, ača, >, 因此 0=%&o 目 对 一 切 n 有 a, €,= 
Minn RAME nH E0 对 A=0 RAA 的 情形 要 分 开 
BE, 
要 研究 A", 该 知道 它 到 底 是 什么 算 子 。 这 可 以 考察 矩阵 (把 
紧 靠 在 主 对 角 线 下 的 一 条 对 角 线 拨 到 紧 靠 其 上 的 一 条 去 ) 或 模仿 
UO" 的 手续 ( 解 67)， 或 把 4 表 成 U 与 一 个 对 角 算 子 的 乘积 , R 
后 应 用 关于 也 "的 已 知 结果 。 答 案 是 ; 如 果 n—0, 4.0, 且 如 果 


(k=1, 2, 3, ++), 
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n>0, Aegan sent, 表 成 序列 形式 ， 如 果 S= Eo En En >, 
W AS = oE, alte, als, >, UHRA AS =S 当 且 只 当 对 
一 切 n 有 
arent Nn 
KANN WIR n>, M E A bo FELL 
和 


的 积 . 由 于 一 个 数列 定义 一 个 矢量 当 且 只 当 它 是 平方 可 和 的 ,可 扒 
知 XEIo(49 当 且 只 当 


这 条 件 相当 于 某 一 和 2 的 震级 数 是 收敛 的 ; 这 表明 满足 该 条 件 的 X 
形成 一 个 贺 域 ， 该 回 域 的 半径 可 以 从 宪 级 数 收敛 半径 的 公式 得 
到 . 
如 果 om 一 1n=0, L 21), W Hamia, 2, 3,…), 所 
以 该 宕 级 数 在 开 单位 贺 域 内 收敛; 参看 解 67. 如 果 
1 YA_ 77 十 2 下 
“(lt a7) (CEF) } 
WTI m= (041), 所 以 罕 级 数 在 闭 单位 圆 域 上 收敛 , 该 域 此 时 下 
巧 与 谱 相 同 ,参看 解 97. 如 果 mw 一 I++ 了 , 则 过 mw 一 Il 所 以 
ARRIER AA. 
79. 如 果 p= {pa} 是 一 个 使 得 {Pnt1/Ps} 有 界 的 正 数 序 
5), WP Cp) 上 的 移 位 尽 丁 等 价 于 已 上 带 权 数 {V posi/po 上 的 加 
权 移 位 A, 
iE, WR =o, En fe, EPC) 12 
Uf =<V po Lo, Vp. i, ~Pa Ea, >, 
TRU EPO PANS TP AS, EE A, WI 
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Co m, Tas EL, RE Ewa! VPs 则 Šip lE = SS |r 
这 证 明了 把 六 (2) 映射 到 上. 
Wri: U FES Hem AL HH, 
USU~K no, Mi, Na, "> = USN Vpo, M/N Pi, Na! Pa, Y 
=U <0, no/ Po, m/ VD ， 7a/ Pa, -> 
= <0, Pa Po No, N P2/ Pis, VPs/ Pa > 
= A<%0, Mm, Na, “> 
结论 ， 一 个 加 权 序 列 空 间 上 的 通常 移 位 的 变换 是 一 个 通常 序 
列 空间 上 的 加 权 移 位 . 
从 这 个 结果 看 来 ， 关 于 加 权 序 列 空间 的 一 切 问题 可 以 利用 加 


权 移 位 来 解答 ， 例 如 ,8 的 谱 半 径 是 lim sup (TT Voa an) 


(BA ITO. 

#280. 如 果 4 是 一 个 带 有 使 得 a, 0 的 正 权 数 a, 的 单 侧 
加 权 物 位 , 则 A(A) = {0} 2 ol A) =O, 

证 ， 利 用 解 77 来 算出 r(4)， 在 许多 特例 中 ,这 是 很 容易 做 


到 的 . 钢 如 , 如果 a= 1/2", WÒ TE 1/24) Cle a E) E 
Fete n=O 时 达到 ， 由 此 推 知 这 上 确 界 是 
zl TAN 1 

这 里 m=z Si 5 (b-1), 
RANE, 4B AAT co 时 ,这 上 确 界 趋 于 0 

在 一 般 情形 , 首先 观察 到 当 4-> co 时 ( Tha) 一 0， (这 个 
断 语 是 另 一 加 法 形式 的 断 语 的 乘法 形式 的 说 法 ， 该 加 法 形式 的 断 
IL, 如 果 mm O MGA SY m 一 0， 根 据 它 ， 收 全 性 蕴涵 着 
Cesaro BCH, 两 者 的 证 胃 相 似 而 且 都 容易 . 从 加 法 形式 说 法 导出 
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乘法 形式 说 法 也 是 容易 的 . ) 由 于 ni0, 辣 样 可 推 知 ( IE aa) 
一 0 更 一 般 地 ,对 每 一 必 当 kt->co 时 ( 过 mo) >o, 


问题 是 要 证 明 , 当天 很 大 时 ,sup( Thon.) ”是 小 的 。 给 定 
(>0) 并 给 定 m(=0, 1, 2, +), WR Kolm, s) 使 得 当 b>ho(n, €) 
时 , 恒 有 (这 ow) <e. 如 果 m 能 使 m<e X n>n R, M 
max (ho(0， e), ko(l, e), =, ko(no—1, 8)) 就 是 足够 “大 ”的 ; 如 
果 8 大 于 或 等 于 这 个 极 大 值 , 则 sap( TT au) ”<s， 的 确 , 如 果 


n<no, 就 因为 kho(n，s) THA (Iann) <8; NIK nro, M 
(TI ess) <e 因为 该 乘积 中 每 一 因子 小 于 e, 


Uo(4) 是 空 集 , 应 用 解 78 即 可 得 到 . 
解 8L. 存在 着 一 个 算 子 的 可 数 集 ， 其 中 每 一 算 子 都 有 谱 
10}, 但 其 直接 和 则 有 谱 半 径 1, 
证 ， 这 里 有 一 个 用 加 权 移 位 描述 的 例子 , 游 碟 ( 单 侧 ) 序 列 
{1, 0,1, 1, 0,1, 1,4, 0,1, 1, 4, 1, 0, =}, 
并 令 4 表示 带 有 这 些 权 数 的 单 侧 加 权 移 位 。 序列 中 的 那些 0 保 
证 了 4 是 


0 0 0 0 
o 0 /1° ° \ ft 0 0 0 

(1 o) 1 0 oplo 4 o op™ 
0 1 0/ \o o 1 0 


所 给 出 的 诸 算 子 的 直接 和 , 从 而 它 是 一 列 算 子 的 直接 和 ,这 些 算 子 
中 的 每 一 个 的 谱 都 是 {0}.。 可 是 由 于 权 数 序列 有 任意 长 度 的 由 工 
组 成 的 组 段 , TA AS fie AUT AB eK CAE TDA (A) 一 工 . 

这 样 的 例子 之 所 以 可 能 是 由 于 近似 点 谱 的 不 规矩 行为 。 对 点 
谱 说 , 可 能 的 最 好 (最 近 常 理 的 ) 断 语 是 成 立 的 ( 且 易 于 证 明 ): 一 个 
直接 和 的 点 谱 是 其 直 和 加 项 的 点 谱 的 并 . 过 渡 到 伴随 算 子 , 可 以 蕉 
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出 ,对 压缩 谱 说 ,同样 的 可 能 的 最 好 断 语 也 成 立 ， 
解 82. 证 明 的 主要 步骤 在 于 不 等 式 
| (ABK, PIS (ABS, A (Af, DT, 
该 式 可 用 归纳 法 证 明 . 对 %=0, 断 语 是 显而易见 的 ， 为 了 完成 归 
纳 步骤 ,可 对 算 子 4 所 定义 的 内 积 应 用 Behwarz 不 等 式 , 如 下 ， 
IBF, AP" = (CABS, NPY 
< (ABF, D AF, DOTY 
SCAB", BYP AF, PAS, 1)™ 
< (BM ABMS, DAS, PP. 
如 果 知 道 B AAU MANA MBM AER BRE, R 
AT a BANS ORES. 准确 地 说 : RA Ok, 有 
BY A= AB 证 明 这 一 点 的 归纳 论证 是 容易 的 ; RE k=1 的 情形 
KEDR., AB 是 自 伴 的 假定 就 在 这 里 进入 问题 , 的 确 , 4B= 
(AB)* = D*A, | 
包含 着 B 的 谱 半径 的 不 等 式 的 证 明 现在 立即 得 到 ， 刚 才 建 
SEBS AS SSA A 
| ABF, PIPA B” NFP As Ae. 
从 后 面 这 个 不 等 式 中 取 两 边 的 2" UH, HRK n — oo 时 的 极限 即 
ay, 
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A 83. 一 个 无 穷 维 硕 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 的 距离 空间 是 不 
可 分 的 . 

证 ， 由 于 每 一 仿 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 有 一 个 可 分 的 无 穷 维 子 
空间 , 义 由 于 每 一 个 可 分 的 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 辣 构 于 L?(0, 1), 
不 失 一 般 性 可 假定 基础 希 耳 伯 特 空间 就 是 荆 (0, 1) 以 着 手 讨 论 . 
在 此 假定 下 , 令 pi HAN (0, 2] ORME, 并 令 Pi 表示 由 gi; 诱导 
出 的 乘法 算 子 ,0 专 t<1， 如 果 s<, WW 了 ,一 Ps 是 由 (s, D 的 特征 
溺 数 诱导 出 的 乘法 算 子 ,所 以 上 P, 一 Ps =1，。 结论; 存在 一 个 算 子 
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的 不 可 数 集 使 得 它们 中 的 任 两 者 闻 的 距离 是 一 个 这 样 的 集 的 
存在 是 与 可 分 性 不 相 容 的 ， 同一 结论 的 另 一 可 供 选 择 的 例子 : 考 
虑 对 角 线 由 0 或 工 组 成 的 对 角 算 子 ， 
m 可 北 算 子 的 集 是 开 的 且 求 弟 运算 是 连续 的 ， 
证 ， 首 先 我 们 记得 如 果 肛 一 4. <1, 则 4 Baw ACS 
Š 1-4)" (参看 解 92); 由 此 推 知 


lai< $ [1-Alt=5— 


1 
ia: 
现在 假设 4 是 一 个 可 逆 算 了 ， 由 于 对 每 一 4 有 
1—A45'= (4o—A) Ap’, 
可 推 知 如 果 |4.—-Al <1/[ 40], W 上 一 445 <1. 这 蕴涵 如 
果 | Ap>—A]<1/| 457], WU A ayy (Ay AAT Wt), A 
| At] =| (CA4) A) |S AS} + | dy | 
| Aa | 
<A aay 
gE US ORE ME EEN, 而且 当 一 个 算 子 在 一 个 可 道 算 子 
的 一 个 充分 小 邻 域 中 变动 时 , 该 算 子 就 不 仅 可 道 ,而 且 它 的 道 还 保 
BAR 
ME ARERI EEREN. TER 
JAPA = A AAA iK] Aola, 
如 果 Ao 固定 ， 又 车 4 充分 接近 Ay, WAHE PRA TERRE 
小 , 而 其 它 两 因子 保持 有 界 . 
解 85. Ar 的 权 数 序列 是 


{es 1, 1, 1, (=), 1, 1, 1, =h, 
由 于 1/k<1， 可 推 知 进 入 加 权 移 位 的 谱 半 径 的 公式 (参看 解 77) 
中 的 滑动 积 的 上 确 界 等 于 1, 从 而 7(4x) =1， 结论 ， 4; 的 谱 包 含 
于 闭 单位 圆 域 中 ,而 且 这 对 于 上 =1,，2, 8, ++, co 都 成 立 ， 
WR k<oo, M A, EWU, 而 且 事 实 上 A 本 身 是 一 个 加 
权 移 位 ， 由 于 依照 % 关 1 或 n=I，Az'es 是 eni 或 fen-1， WHER 
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An Ge 向 后 移 位 ( 且 按 刚才 所 指定 权 数 给 它们 加 权 )。 在 酝 
等 价 范围 内 向 后 移 与 向 前 移 是 无 所 区 别 的 (人 参看 解 68) , 因而 加 权 
移 位 的 理论 可 适用 于 A. Ar 的 权 数 序列 是 

ts, 1, 1, 1, (1), k, 1, 1, 1, ooo}, 


FE me A AY EES hy HILE r(A) = limk" = 


1, 4.40 的 谱 包 含 于 闭 单 位 圆 域 中 , 这 对 于 “一 二 2, 3, R 
立 ( 但 对 于 oo 则 不 然 )， 

前 两 段 的 结论 , 与 关于 求 道 运算 的 谱 上 映射 定理 一 起 ， 北 涵 A 
的 谱 ( 以 及 Ag? 的 谱 ) 包 含 于 单位 圆 ( 周 ) ， 这 一 点 ， 加 上 加 权 移 位 
的 谱 的 圆 对 称 性 (SA EE 75), W A, 的 谱 等 于 单位 圆周 ) 
(k=1, 2，3，…) . 

A- 的 谱 很 清楚 地 不 是 单位 圆 ( 周 ); 由 于 4-eo=0, AW 的 谱 
包含 原点 。 这 指明 4. WSR A 的 谱 之 间 的 变化 不 是 连 
续 的 (注意 Ar 一 Ao, B koo, |A,—A.|> 0), A. 的 谱 事 
实 上 等 于 单位 圆 域 。 证明 这 一 点 的 最 捷径 是 注意 到 ”>0 的 诸 mw 
的 张 成 空间 约 化 AC EMER EZI Ao FRE), 以 及 An 
在 这 个 张 成 空间 上 的 限制 是 单 侧 移 位 ， 由 于 每 一 算 子 的 谱 包 合 
它 的 每 一 直 和 加 项 的 谱 , 证 完 ， 

本 例 属 于 G. Lumer. 

486. 令 工 表示 (在 一 个 固定 的 希 耳 伯 特 空间 上 的 ) 一 切 
奇异 算 子 的 集 ， 又 已 给 一 个 算 子 4( 此 后 令 它 固定 ), + p( 和 表示 
(在 算 子 的 距离 空间 中 ) 自 A-AS THIER. 函数 p 是 连续 的 
《这 是 关于 上 距离 空间 的 一 个 基本 事实 ; 它 甚至 不 依赖 于 外 是 闭 
的 )， 如 果 do 是 一 个 包含 ACA) SE, 如果 4 是 具有 中 心 0 和 
半径 1+ 上 41 的 闭 圆 域 ， 又 若 XE4 一 4o， 则 pA) >0 (这 的 确 依 
wT T LAM; WIR pA) =0, 即 d(A—a, T)=0, 则 4 一 ET, 
BDAC ACA). 由 于 ALA EZH, 存在 一 个 正 数 s， 使 得 对 4 一 
Ag 中 一 切入 有 pW) 之 s; 假定 s<1 很 清楚 地 无 损 于 一 般 性 ， 现 
在 假设 |4 -好 <s， 可 以 推 知 如 果 入 E4 一 4 则 
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[=)= (B-A) |<< A-A, T), 
这 蕴涵 召 一 人 不 在 工 中 ,从 而 和 不 在 44B8) 中 .结论 :4(B) 与 4 一 
Ao WIRE. FIN, WRA CACB), W 
AISIBISIA] +]4-8B|<1+ 14l, 
因此 ABA, A(B) 的 这 两 个 性 质 正好 说 明 ACB) CAs 证 完 ， 
以 预 解 式 的 已 知性 质 为 基础 ,可 以 给 出 一 个 不 同 的 证 明 。 如 
FR OA) =| (Aa) CED , 则 9 在 4o 之 外 有 定义 且 连 续 ; 由 于 
EE se 取 值 0, 它 是 有 界 的 (参看 问题 72) Emi, pA) <a 每 
MAE Ao, MWA e—1/a, mR |A-Bi <e HAE Ap, Bl 
| (Aa) —(B-d) |= |A-Bl <e< 


如 同 在 解 84 中 ,可 以 推 知 38 一 入 是 可 道 的 ， 

距离 空间 证 法 属于 O. Wasiutynski; 预 解 式 证 法 属于 E. A. 
Nordgren. 

解 87. 存在 一 个 紧 零 算 子 的 收效 序列 使 得 极限 的 谱 半 径 是 
正 的 . 

WE. 《序列 的 ) 构造 法 奠基 于 一 个 收敛 于 0 的 正 数 序列 Len}, 
FES RIA e 该 是 什么 数 之 前 先 要 知道 我 们 期 待 它们 做 些 什 么 ， 定 
义 一 个 序列 font 如 下 :每 第 二 个 w 等 于 so (E oy = Eo, aa 一 so 4 = 
so 1); AFA a 中 每 第 二 个 a 等 于 e 《 即 a= 81, 05 = 81, 09 = 
81,"…); 再 剩 下 的 o 中 每 第 二 个 w 等 于 ss， 如 此 类 推 以 至 无 穷 ， 
这 些 a 的 序列 呈 下 形 ， 

Eo, E&i, ĉo, ĉa, So, Ei, 80, Es, 80, 81, Eo, E2, 80, 81, &0, t. 

令 4 表示 以 这 些 a 为 权 数 的 单 侧 加 权 移 位 ， 又 ,对 每 一 非 负 
Hk, SA. 宕 示 这 样 的 加 权 移 位 ， 其 权 数 就 是 诺 & 但 其 中 每 一 
sz 均 换 成 0。 于 是 (例如 ) As 的 权 数 序列 是 

Eo, E1, £0, 9, Eo, £1, Eo, E3, Eo, E1, Eo, 0, Eo, E1, Eo, *" 
据 这 构造 法 , PPE BRA. Ar 是 以 区 AAW RSH, 
日 4 一 4《 它 是 一 个 加 权 移 位 ) 的 范 数 是 sx. 


CAE] 此 处 的 9 与 前 段 的 p 所 表示 的 菌 数 不 同 。 


__i ; 
ICAA) 


FAE 
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AT SLA EULA, 可 以 如 此 选择 诸 & WR (A) >0, Wit 
A, 注意 
Oo = Eg, 
Oy Oi Glo = &5 1, 
Oo Qi Oy Oy Hs As Og = E$ 87 Ea, 
EL, 一般 地 , NR n= 2?—-2(p=1, 2, 8,…), 则 


Qp-1 
CO0 ‘Gy = £5" Bp-1。 


_1 4 
所 以 log (æo: on) = 5 2°-1-k log a, = 2? > log £x 
K=O £ 


2kti 3 
n on 2-1 Jo o, 
* 106 (tory) VPP naar ae 
这 蕴涵 , 如 果 级 数 
log £x 
bù Out 


收敛 (这 是 可 能 的 ,例如 当 2, =1/2%) ,出 


lim inf log (ap ap) V "D> — co, 
所 以 lim inf (ap on) "tD >>0. 


所 希望 的 结论 可 以 从 解 77[ 注 ] 推 得 . 
本 例 属 于 S. Kakutani; 参看 Rickart [1960, p. 282], 
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#88. 涉及 一 致 性 的 第 一 个 断 语 其 实 与 算 子 理论 没有 什么 
关联 , 它 仪 是 问题 16 的 一 个 特例 。 为 了 证 明 第 二 个 断 语 , 可 假定 
A=0; 这 无 损 于 普遍 性 .在 这 情形 下 , 该 断 语 的 假设 条 件 就 是 说 ， 
对 每 一 正 数 e, Mn 充分 大 , 则 

当 站 站 一 志恒 有 |AS] <s 
一 致 性 表现 于 %% 的 大 小 与 了 元 关 。 由 此 得 知 , 如果 充分 大 , 则 
GE] 原 书 误 为 “ 解 78"， 一 一 译 者 注 
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当 fo EA Ae <e, 
从 而 对 一 切 了 有 Anfl<el fi, 
RARA n 充分 大 , 则 
[4A,l<s., 


上 面 的 论证 具有 普遍 性 ; 它 适 用 于 一 切 网 , 不 仅 适用 于 序列 。 

H89. 范 数 关于 一 致 拓扑 是 连续 的 而 关于 强 和 弱 拓 扑 是 不 
连续 的 . 

证 ， 关 于 一 致 拓扑 的 命题 的 证 明 包 含 于 不 等 式 

[[4)-IBi|<|A-B| 

中 。， 这 不 过 是 范 数 的 次 可 加 性 的 一 种 表达 方式 , 它 蕴涵 范 数 在 范 
数 拓扑 由 是 一 致 连续 函数 ， 这 个 证 明 对 于 范 数 在 其 它 拓扑 中 的 连 
续 性 没有 说 明 任 何 东西 ， 一 个 范 数 在 它 本 身 所 定义 的 拓扑 中 总 是 
连续 的 , 在 其 它 拓扑 中 那 就 不 一 定 了 。 

范 数 关于 强 拓扑 不 是 连续 的 〈 也 不 是 序列 地 连续 的 )， 而 且 关 
于 弱 拓 扑 更 加 不 是 连续 的 ,要 证 明 这 一 点 试 考虑 下 例 。 令 {M} 表 
示 一 个 非 零 子 空间 的 递 降 序列 , 其 交 是 和 }, 又 令 {Pw} 表示 对 应 的 
投影 序列 。 序列 {P,} 强 收敛 于 0( 要 看 出 这 一 点 , 可 构成 Mi 的 一 
个 就 范 正 交 基 , 再 构成 Mi 站 ME 的 就 范 正 交 基 ，Msn Ms 的 就 范 
正 交 基 , 如 此 类 推 , 然后 把 它们 串 超 来 构造 成 全 空间 的 一 个 基 ， 也 
参看 解 94)， 范 数 的 序列 {Pal} 不 收银 于 0 其 实 ， 对 一 切 吕 有 
1 一 二 

#490. (CRJE) RE KF HK fe Hiss RAH, 0 
关于 强 拓扑 则 是 未 连续 的 . 

证 ， 关 于 一 致 拓扑 的 命题 的 证 明 包含 于 备 式 

|4*—B*|=[4-B]| 

中 ， 如 果 从 一 空间 到 另 一 空间 的 某 函 数 是 连续 的 , 则 当 定 义 域 的 
拓扑 变 大 时 它 仍 保持 其 连续 性 , 当 值 域 的 拓扑 变 小 时 也 是 如 此 (这 
就 是 范 数 的 强 不 连续 性 荀 涵 它 的 弱 不 连续 性 的 理由 )。 可 是 , 如 果 
从 一 空间 到 其 本 身 的 映射 是 连续 的 , 则 当空 间 的 拓扑 变化 时 , 不 能 
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断言 连续 性 将 如 何 变化 , 拓扑 的 每 一 变化 都 从 两 个 方向 产生 影响 ， 
事实 上 , 各 种 情况 都 可 能 发 生 ,( 求 ) 伴 随 (的 ) 映射 就 证 明了 这 一 
态 。 当 拓扑 向 下 隆 ( 从 范 数 拓扑 变 成 强 再 变 成 弱 拓 扑 ) 时 ,伴随 映 
射 从 连续 的 变 成 不 连续 的 , 再 回头 变 成 连续 的 . 

为 了 证 明 伴 随 喘 射 的 强 不 连续 性 ， 令 Z 表示 单 侧 移 位 , 并 记 
Ay=U", k=1, 2, 8, ++. IB, Ar > 0( 强 ), 但 是 序列 {4 对 并 不 
强 收敛 于 任何 算 子 ， 的 确 ， 

[Afo Én En teh = [Kén Seat, Eras or? |? 
= $ |é’, 
PU, HE f, | Ant? 是 一 个 收 伍 级 数 的 尾部 ， 所 以 Af 0, 
关于 {4 寻 的 否定 断 语 可 以 这 样 证 明 ;， 如 果 f 40, WY (40 f} BE 
西 序 列 。 的确， 
| Anant — Anf N? = [Uf -Uf P= (UF —-F PP 
= Uf |? —2Re(U"f, fy +f? 
=2 (|f |?>—Re( f, UF). 
HT m — co BY, [Uf | 0, a4 mA on EK, | Ana f — 
Arf JER); 事实 上 , MR BRAM, W | An AS IJLE 
等 于 V2 | fl, 
至 于 伴随 映射 的 弱 连 续 性 , 则 为 下 面 的 等 式 所 蕴涵: 
LAYS, 9- BS, NI=ICF, 4g)— (Ff, Bg) | 
=|(4g, F)— (Bg, AI. 
EOL. 关于 一 致 拓扑 的 命题 的 证 明 包含 于 不 等 式 
| AB~A,Bo|< | AB —ABo| + | 4Bo— ABl 
<[A|. [B— Bo] + |A—Ao|+| Boll 
<([4— Ao] + || Aol) | B-Bol| + || 4—Aol + | Boll 
中 ， 
关于 强 拓扑 , 有 一 个 漂亮 的 反例 依赖 于 下 述 断 语 . 具有 指数 2 
的 宕 零 算 子 全 体 的 集 ( 即 一 切 便 得 4?=0 的 算 子 4 组 成 的 集 ) 是 
强 稠密 的 (这 思想 属于 Arnold Lebow), 为 了 证 明 这 个 断 语 , 可 设 


ETZE 强 和 弱 折 扑 20] 
{A:]] Aofi—Afil <e, i=l, ++, k} 
是 随意 的 一 个 基 强 邻 域 ， 不 失 普 遍 性 , 可 设 诸 /线性 无 关 ( 甚 至 可 
设 它们 就 范 正 交 ); 因为 如 果 不 是 如 此 , 可 用 张 成 同样 空间 的 一 个 
线性 无 关 组 (就 范 正 交 组 ) 代 替 它 们 ， 且 同时 把 减 小 到 必要 的 程 
RE. Will, o, DORR 9 使 得 | Ao Sigil <e, 且 使 
Sie oO 的 张 成 空间 与 诸 上 的 张 成 空间 仅 以 0 为 公共 元 ; 只 要 基础 
希 耳 伯 特 空间 是 无 穷 维 的 , 这 总 是 可 能 的 ， 邻 4 表示 使 得 
Afi=g Ho Ag=0 G=1, +, k) 
H Ah=O84AL fi H Alg G= =, $) 
的 那个 算 子 ， 显 然 4 RE SHAR AHR 2, 且 同 样 显 然 地 ,4 属 
于 所 指定 的 邻 域 ， 

如 果 平 方 运算 是 强 连续 的 ， 则 具有 指数 2 的 宕 零 算 子 全 体 的 
集 将 是 强 闭 的 ,因而 一 切 算 子 将 都 是 具有 指数 2 OE AT, 而 这 
BBW. 

XA 4 RIE AR EE. TEAK 
于 弱 拓 扑 , ALAR AORE ASH, i LRKTRSAT HY 
辅助 断 语 对 弱 拓 扑 与 对 强 拓扑 一 样 地 成 立 ， 结论 ; 平方 运算 不 是 
弱 连 续 的 , 从 而 乘法 不 是 一 并 地 弱 连 续 的 . 

$92. 最 容易 的 证 明 是 使 用 收敛 往 ， 在 一 般 拓扑 学 中 ， 序 
列 的 收敛 性 有 时 会 引致 错误 ， 但 是 网 (广义 序列 ) 的 收敛 性 则 是 够 
好 的 ， 因 此 假设 4 -> 4 GE), 即 对 每 一 有 4j -> Af, 则 特别 
有 ,对 每 一 J，4jBf 一 4Bf, 这 就 证 明了 关于 44 的 强 连续 性 .如 果 
另 一 方面 , By 一 BGR), 即 如 果 对 每 一 f 有 Bjf -> Bf, 则 施 以 4 
便 得 结论 ， 对 每 一 f 有 4B;f 一 ABS, 这 证 明了 关于 B 的 强 连续 
性 ， 弱 连续 性 可 以 同样 处 理 。 如 果 AS, D> 四 对 每 一 了 
Al g 成立, WPA CABS, DABI, 凡 对 每 一 上 和 9 成 立 ; 如 
果 (Bf, 9) 一 (Bf, 9) 对 每 一 了 和 9g 成 立 , 则 特别 有 (4B;f, 9) = 
(Bf, A*g)—> (Bf, A*g) = (ABS, g) 对 每 一 了 Fl g 成立 ， 

解 98. (a) 问题 的 关键 在 于 有 界 性 ， 先 假定 范 数 的 序列 
(A 是 有 界 的 《假定 {2D 的 有 界 性 同 祥 有 效 )。 由 于 , 对 每 
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=f, 

AB, f — ABJ} < | AnBaf— ABF| + |4, Bf—ABf| 

<A, e] (Ba—B)F| +] (4.-AD BSI, 
有 和 界 性 的 假定 如 所 期 望 地 蕴涵 ABa f > ABS, 

ME, 关于 有 界 性 的 假定 到 底 是 否 合理 ? 管 复 是 根本 不 须 假 
定 它 , 它 是 可 以 证 明 的 .事实 上 , 它 是 关于 算 子 的 一 致 有 界 性 原理 
的 一 个 直接 推论 : 如 果 一 个 算 子 序列 是 弱 收 敛 的 (如 果 它 是 强 收敛 
的 ,当然 更 是 如 此 ), 则 它 是 弱 有 界 的 ,因此 是 有 界 的 ， 

(b) 乘法 不 是 弱 序 列 连续 的 . 

证 . $ U 表示 单 侧 移 位 ， 且 记 AU”, B,=0*, n=1, 2, 
3，… 由 于 4, 一 0( 强 ), 得 知 An 0( 弱 ), 从 而 Ba > 0155) ( 参 
看 解 90)。 WEETH—- UY n A A,B,=1, 4.B, 一 0( 弱 ) 不 成 
AL, 

A 自 伴 工 子 的 有 界 增加 序列 关于 强 拓扑 恒 是 收效 的 ， 
但 是 关于 一 致 拓扑 则 不 一 定妆 笋 . 

证 .关于 强 拓扑 的 这 个 断 语 ， 证 明 的 一 法 是 利用 关于 弱 拓 扑 
的 相应 断 语 ， 令 {4w} 表 示 自 伴 算 子 的 一 个 有 和 界 增 加 序列 ,而 4 表 
示 其 弱 极 限 . 由 于 4,<4, AF A-A, 是 正 的 , 因而 它 有 一 个 正 
FAR, UB, 表示 之 (参看 问题 95)， 由 于 

(Baf P= Baf, Bf) = Bil, J) = CA-Ads, f)—>0, 
序列 {B,} 强 趋 近 于 0， thy {]4—A |} AF, {Bal} 也 是 有 界 的; 
可 设 对 一 切 交 有 B<. 现在 从 关系 式 

|A Afl = BIFIL 
就 可 得 到 所 断言 的 强 收敛 性 . 又 一 次 看 到 (参看 解 1), 在 这 里 序 
列 没 有 起 什么 特殊 的 实质 上 的 作用 ; 改 为 一 般 的 网 , 同样 可 行 。 

不 使 用 关于 正平 方 根 的 存在 性 的 定理 有 时 在 技巧 上 有 方便 之 
处 ， 如 果 要 求 我 们 不 用 该 定理 证 明 上 面 得 到 的 结果 , 是 可 以 做 到 
的 , 但 是 使 用 平方 根 的 证 明 更 好 地 揭露 了 问题 的 实质 ， 下面 介绍 
不 用 平方 根 的 证 明 怎 样 进行 。 ARAB REE, 可 假定 A< on 
m<n, 则 根据 关于 由 正 算 子 4, 一 4 确定 的 内 积 的 Sohvwarz 不 等 
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式 , 有 
[An A = (An Am) fy (An AnS)? 
<((An—Am)f, J) An AnS, (An Am) f). 
由 于 A,—A,<1, Ait |4,-A,| <1, 得 知 
(Anf = Anf P< (Ant, I — Aaf, AISI? 

强 收 敛 定理 有 一 个 关于 投影 的 常用 的 推论 ， 如 果 M) 是 一 
个 子 空间 的 递 升 序列 , 则 对 应 的 投影 序列 {Pn} 是 一 个 增加 的 ( 且 
显然 是 有 界 的 ) 自 伴 算 子 序列 。 由 此 得 知 存在 一 个 自 伴 算 子 卫 使 
得 P。-> P GR). BOG P 是 到 M, 全 休 张 成 的 子 空间 M 上 的 投 
影 (参看 解 89)， 理 由 , 如果 ETE M, M Pf-f, mE SS 
一 切 M, 正 交 ; 则 Pf =0; 这 两 点 合 起 来 比 涵 存在 一 个 稠密 集 ,在 
它 上 面 P 与 到 MM 上 的 投影 一 致 . 

投影 算 子 的 增 序列 也 足以 证 明 单调 收敛 定理 关于 一 致 拓扑 不 
成 立 ， 的 确 , 如 果 序 列 (MLL Pe ESE, 则 序列 {Pj 不 能 按 范 数 收 
AF 已 ( 在 本 例 中 ,根本 不 收敛 于 任何 算 子 )， 因 为 它 甚 于 不 是 一 
个 哥 西 序列 。 事实 上 , 投影 的 单调 序列 仅 在 平凡 的 情形 才 会 是 一 
个 哥 西 序列 ; [PaPa] =1 除非 PaPa. 

95. (为 了 便于 引述 ) 宜 将 证 明 分 成 如 下 若干 小 步 又 . 

(1) ERT N-WEMMERLERT. WH, 27, N= 
[AF H (AS, A) = (AA, AYA); 前 者 是 正 数 因为 范 数 是 
正 数 ,后 者 是 正 数 因为 ABE. 后 文中 需要 这 个 结果 的 算 子 是 
1 一 4 而 不 是 4，( 注 意 ， 这 个 断 语 是 谱 定理 的 一 个 浅 易 的 推论 . ) 

(2) ( 据 归纳 法 ) 每 一 B, 是 1 一 4 的 正 系数 多 项 式 ， 从 而 〈 据 
(GD ) 每 一 B, 是 一 个 正 算 子 . 

(3) 据 (2) ,一 切 B. 两 两 可 交换 , 由 此 推 知 


Bays — Bass = 4 (Bi, — B?) = > (Brust — Ba) (Bazi + Ba) 。 


这 蕴涵 ( 据 (2) 和 归纳 法 )Bayi 一 B, 是 1 一 4 的 正 系数 多 项 式 , 从 而 
是 正 的 ; 由 此 知 序列 {Bj} 是 增加 的 . 
(4) Bus 的 用 B 表示 的 定义 蕴涵 对 一 切 %* 有 |B。1<1( 用 归 
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纳 法 ); 所 以 序列 {B,} 是 有 界 的 ， 

(5) HOAG, (Bt 是 一 个 有 界 增加 的 正 算 子 序列 , 因此 
它 强 收敛 于 某 一 (必然 是 正 的 ) 算 子 B， 注 意 这 个 论证 用 到 解 94, 
由 于 正在 进行 的 讨论 必须 避免 平方 根 ,我 们 必须 使 用 解 94 中 没有 
用 到 平方 根 的 那 种 证 法 . 

收敛 性 已 经 得 到 证 明 ; 剩 下 的 是 要 计算 极限 . 利用 问题 98， 
这 是 容易 的 ; 由 于 BB 一 B ( 强 ), 得 知 Br 一 B (38), 从 而 


B=>((1—4) +B), 


这 说 明 A=1—2B+ B= (1—B)?, 

这 是 标准 的 证 明 ; 参看 Riesz-Nagy[1952, § 104], 

解 96. 即使 少量 的 关于 非 可 换 投影 的 经 验 ， 已 可 说 明 仅 通 
过 熟悉 的 代数 运算 不 大 可 能 用 EP RAR ENP, 下 面 这 个 十 
分 漂亮 的 几何 的 考虑 指明 了 拓扑 学 怎样 进入 问题 ， 并 且 启 发 了 实 
际 的 证 明 . 假设 基础 希 耳 伯 特 空间 H 是 二 维 实 欧 几 里 得 空间 ， 
HREM AN 是 两 条 经 过 原点 的 不 同 的 但 是 不 正 交 的 直线 .在 
H 中 任 到 一 点 f, 投影 它 到 了 上 ( 即 得 到 如)， 把 所 得 的 点 投影 
IN EPH), BREIM 上 (BE8EP), 如 此 继续 下 去 以 至 于 无 
穷 可 以 想得到 ， 所 得 的 这 个 序列 收敛 于 0, 它 在 本 例 中 就 是 
(如 和 人 了 )f .这 提示 我 们 去 构成 序列 

E, FE, EFE, FEFE, EFEFE, +, 
我 们 的 证 明 用 的 却 是 子 序列 
EFE, EV EFL, EFEFRFR, +, 
这 仅 是 为 了 技巧 上 的 方便 ， 

由 于 |EFE|<1, EFE 的 各 香 形 成 一 个 正 算 子 的 递 降 (而 
且 可 交换 ) 序 列 ， 由 此 得 知 (BFE)* BAF PAT, Bin G; 
由 于 此 时 纶 和 强 收敛 等 价 ,G 必 属 于 所 给 的 von Neumann 代数 . 
Dis. G=-HAF, 显然 G 是 自 伴 的 。 由 于 对 一 切 m 有 (BFE)"G 
=G, MA =G, AI G 是 一 个 投影 。 由 于 对 一 切 mw 有 (BP)" 
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FG=G, PRU GFG=G; xA C<F CEH, 0=G 一 GPG= 
Gd-F)G=G(1-F) A-F)G, H A-F)G=(4@A-F))"), 
HTHH n H E(EFE)"=(EFE)", FU ZG=G 或 G<H 
Boa, 如果 Go 是 使 得 GSE H Go 所 本 的 投影 , Go (BFE"= 
Go, HILT GoG=Go, Alt Gosa. E. 

从 本 定理 容易 推出 它 的 对 侦 定 理 。 这 就 是 断 语 ， 在 子 空间 
MVN 上 的 投影 EVE Bas AMP 的 任 一 von Neumann 
代数 .由 于 

EV F=1-(AQ-EK/)AA-F)), 
证 明 可 立即 得 到 ， 

检查 一 下 证 明 过 程 就 可 以 看 出 定义 von Neamann 代数 的 性 
质 没 有 全 用 上 ; 我 们 只 需要 这 样 的 一 个 序列 地 强 闭 的 算 子 集 : 如 果 
A Al Bex, M 4B4( 对 关于 HAF 的 定理 说 ) 或 

1—(1—A) (L—B) (G-A) 
《对 关于 EVE 的 定理 说 ) BARR. 要 看 到 即使 在 后 一 情形 
中 也 不 要 求 1 必须 属于 该 集合 ; 类 如 

1—(1—A) (L—B) (1— 4A) 
的 算 子 如 果 要 求 不 用 工 而 把 它 写 出 来 显然 是 可 以 办 到 的 ， 不 过 较 
SEF, 而 上 面 的 表示 式 比较 方便 明了， 
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MOT. 利用 谱 定 理 将 4 表示 成 乘法 , 璧 如 是 用 mw RAF, 
如 果 和 EA4) 且 广 是 PA) 的 任意 邻 域 , 则 -XN) 是 和 的 邻 域 , 因 
此 g N) BEWE. HTF p~ IN))= (Fop) (N), 
FFA FO) te Fop 的 本 性 值 域 中 , A FO) EAHA). 这 证 
HT F(A(A)) CAP (A)). 

证 明 反 向 包含 式 同 于 证 明 ， MIRAE KCACA)), WAEAL 
(4)). 了 (A(4)) 是 紧 集 ( 它 是 紧 集 4C4) 在 连续 函数 五 下 的 象 ). 
由 于 入 不 在 此 集中 , 和 有 一 邻 域 与 此 集 不 相交 。 如 果 太 就 是 这 样 
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的 一 个 邻 域 ，N NFCAC4)) =0, WW POW) NACA) = 四 因此 
Pp (FUWN) NgtA))=9. 由 于 0 GCC)) 与 整个 基础 测 
度 空间 至 多 只 能 相差 一 个 零 集 ,得 知 (Pop) (NWN) 有 零 测度 , 从 而 
入 不 属于 FORE. E. 

#98. FRU AK LAA SHAR 1 是 一 个 从 互 到 
K 的 部 分 等 距 变 换 , WM 为 始 空间 (关于 这 样 的 变换 及 其 伴随 变 
换 的 讨论 ， 参 看 问题 40)。 如 果 如 是 从 瑟 到 了 上 的 投影 , 又 
JEM, W 

(Uf, f)=|UF =f P= EF, f) 
如 果 SLM, 则 
(UUF, f)=0= (Ef, J). 
由 此 得 知 对 瑟 中 一 切 f A UUS, f) = (Ef, f), KH MUU= 
ii, 

反之 ,假设 U E-TME 到 区 的 有 界线 性 变换 , 它 使 得 如 = 

OU 是 一 个 投影 , UR AER MAR. Hie, wus 有 
[Ufi = US, f) = (Bf, P) = (BFP, 
Si FEM Rf 1M mA [Of] =f] &US=0, 

要 证 明 系 1， 上 只 须 注意 到 ker U*U=kerU (这 对 每 一 个 有 界 
线性 变换 如 成立 )， 系 2 的 证 明 包 含 特殊 的 技巧 。， 如 果 UU 是 
RG, M (UU =U U* UU" U)U"* = OU") *; Tin i xe 满 
APA WARS ARRS. 注意 到 (ker UU") + =(kerU*) 
一 TanU,《 由 于 ran U 是 闭 的 ) 便 得 到 关于 始 和 终 空 间 的 断 语 。 再 
证 系 3， 如 果 忆 是 部 分 等 距 变 换 ， 则 了 与 投影 U 的 乘积 在 
ker DU 及 其 正 交 补 上 都 与 口 全 同 ; 如 果 , 反之 , U=00'U, We 
VI) Ru TH SR LA U* 便 得 UV*U 震 等 的 结论 ， 

f 99. RU AF RHF, LUM=M, 1] M 44t U; 如 
RUARHMS BHF AM 约 化 U, 则 UM=-M, ees ve HE 
Fit, PARAKAIA, 对 等 距 算 子 说 ， 第 二 个 草 涵 关系 非 
i 


W. WN UU =1 BUM =M, W U'M=U'UM-=M, 如 果 
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UD'~1 又 UMCM 日 VU"MCM, 则 施行 吕 于 第 二 包含 式 便 得 到 
第 一 包含 式 的 反 向 包含 式 . 

如 果品 是 单 侧 移 位 的 伴随 算 子 而 MER TIE O 特征 值 的 
(一 维 ) 特征 子 空间 (参看 解 67)， 则 第 一 蕴涵 关系 非 真 。 此 时 
UM=M, 但 M 不 约 化 如 果 世 是 单 侧 移 位 而 M 是 全 空间 ， 
则 第 二 蕴涵 关系 非 真 ， 此 时 M eU, UM+M, 

解 100. 关于 闭 性 的 断 语 是 显然 的 ， 理 由 是 (1) 映射 4 一 
AASA 是 连续 的 , HQ) 方程 4=44*4 刻 划 了 部 分 等 距 算 子 . 

套用 同样 的 证 法 可 以 证 明 ， 其 至 更 容易 地 证 明 等 距 算 子 全 体 
KEREK, ZERO 4>4*4 和 方程 (2) 4'4=1 好 了 . 

这 个 评论 与 非 0 部 分 等 距 算 子 全 体 的 集 是 否 连 通 的 问题 有 
Se, 这 个 问题 的 答案 是 “ 否 ” 证 明 这 一 点 的 一 个 方法 是 去 证 明 等 
距 算 子 全 体 的 集 在 部 分 等 距 算 子 全 体 的 集中 (在 后 者 的 相对 拓扑 
中 ) 不 但 是 闭 的 ,也 还 是 开 的 . 事实 是 这 样 : 如 果 部 分 等 距 算 子 充 
分 接近 于 一 个 等 距 算 子 , 它 也 必 是 一 个 等 距 算 子 ， 更 准确 地 说 , 如 
EU 是 部 分 等 距 算 子 ,而 了 ESAT, H |O-V <1, WU 必 
ESET. RINEN: 如 果 US=0, Wf-0, HR, 由 于 | /站 = 
[Vi] =!0F-VF|<|0-V|- fl, Bam F 40, 则 iD 一 | 之 
1 这 和 |U-V | <1 的 假设 矛盾 . 

用 同一 推理 可 以 证 明 ; 如 果 基 础 希 耳 伯 特 空间 是 无 穷 维 的 , 则 
等 距 算 子 全 体 的 集 也 不 是 连通 的 ， 理 由 ， 西 算 子 全 体 的 集 是 一 个 
既 开 又 闭 的 非 空 真 (!) 子 集 . 

解 101、U 的 核 和 六 的 始 空间 只 能 以 0 为 公共 元 ， 的 确 ， 
如 果 了 是 一 个 非 0 矢量 , 它 使 得 0f=0 m Als 则 Uf- 
Vf|=|fl, 这 和 假定 10 一 <1 矛盾 ， 由 此 得 知 , DU 在 广 的 始 
空间 上 的 限制 是 一 对 一 的 , 从 而 (问题 42) 的 始 空间 的 维 数 小 于 
或 等 于 口 的 整个 值 域 的 维 数 . 换 句 话说 , 这 个 结果 就 是 说 OV) < 
pU); 利用 对 称 性 即 可 得 到 关于 秩 的 断 语 . 

关于 零 秩 的 断 语 可 以 叙述 如 下 ; 如 果 >(U) +r), 则 17 一 
Viet. Mi, MeO) 4), 为 了 确定 性 ， BRR LO) < 
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vV), WET 的 核 中 至 少 存在 一 个 正 交 于 口 的 核 的 单位 和 撩 了 . 说 
FERTUHKATE SATU 的 始 空间 ， 由 此 得 知 1=|71= 
|Uf|=|Uf—-Vf|S|U-V | KT SRB AES. 

关于 余 秩 的 断 语 是 一 个 容易 的 推论 如 果 I|O-V i <1, w 
| 太一 天 < 二 所 以 PT) =» (U") =o V") =p'(V). 

以 上 结果 关于 投影 的 特例 〈 实 即 问 题 48) 见于 Riesz-Nagy 
[1952, § 105] .目前 的 陈述 是 一 个 推广 , 同时 证 明 也 有 相当 程度 
的 简化 ， 可 是 Riesz-Nagy 的 证 明 则 是 较 构造 性 的 ; 它 不 但 证 明 那 
两 个 子 空间 有 相同 维 数 , 且 展 示 一 个 以 第 一 子 空 间 为 始 空间 , 以 第 
二 子 空间 为 终 空间 的 部 分 等 距 算 子 。 推广 了 的 陈述 见于 Halmos- 
MoLaughlin[1962]. 

解 102. 假设 Fi 和 了。 是 具有 相同 的 秩 , REMEE HR 
分 等 距 算 子 ; SN, ANS 表示 它们 的 核 , Ma 和 项 表示 它们 的 始 
Si], Ri 和 Rs 表示 它们 的 值 域 . 令 品 表示 任意 的 一 个 把 了 i 映 
射 到 No L, 把 M 映射 到 M LAERET. SW 表示 一 个 把 
Ri 等 距 地 上 映射 到 Re 上 的 线性 变换 ; 对 于 R 中 的 S, 我 们 再 定义 
Wf=VLUVif, 由 于 容易 验证 这 个 定义 产生 一 个 把 Bi 等 距 地 
映射 到 Ro 上 的 线性 变换 W, 可 以 推 知 存在 一 个 如 上 所 述 地 把 Ri 
映射 到 Ro LHE B+ 映射 到 Bi 上 的 西 算 子 天， 如 果 gEN1, 则 

WV sg =0= VU 9; 
mR gE My, m 
WVig=V UV iV ig =V Ug, 
HA WV = VU, RWV US, WME t>W,MtoU, 5} 
别 是 把 工 连结 到 W 和 连结 到 U 的 丁 算 子 的 连续 曲线 ， 则 +-> 
WVU; 是 一 条 把 VV; 连结 到 Ve 的 部 分 等 距 算 子 的 连续 曲线 ， 这 
曲线 上 的 部 分 等 距 算 子 全 都 具有 相同 的 秩 、 余 秩 和 零 秩 , 

这 个 证 明 是 Halmos-MeLaughlin [1962] 的 证 明 的 简化 ， 它 
RT R. G. Douglas. 

103. PRAGBRSH. MR REA 变换 成 B 的 
HAT, WU WE A RRR B, Ak Ui A= JIA 变换 成 
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B' 一 Vi 二 BB"; 由 此 得 知 
U 0 
(o v) 
把 M(A) ZRA M(B), 

其 次 , 4 和 万 是 可 道 的 且 于 (4) 与 由 (B) 西 等 价 。，M(4) 的 
值 域 由 形 如 《47 + Ag, O 的 序 对 全 体 组 成 。 该 集 包含 于 第 二 举 
标 为 0 的 序 对 全 体 的 集 4 AY AOA A) a EH EZ 
坐标 为 0 的 序 对 全 体 组 成 ， 由 于 同 理 对 M(B) 也 成 立 , 得 知 把 
M (A) ERR MB) 的 西 算 子 扼 阵 把 由 形 如 < 了，0》 的 矢量 全 体 
组 成 的 子 空间 映射 成 其 自身 ， 这 蕴涵 该 子 空间 约 化 每 一 个 这 样 的 
HATER (参看 解 99)， 从 而 每 一 个 这 样 的 西 算 子 矩阵 是 对 角 
的 ， 由 于 对 角 的 酉 矩阵 的 对 角 线 元 素 必 是 酉 算 子 ， 得 知 如 果 
M (4) 与 下 (B) 西 等 价 , 则 4 与 3 也 是 这 样 ， 

解 104. 如 有 果 闭 单位 图 域 的 紧 子 集 4 含有 原点 ， 则 必 存 在 
一 个 部 分 等 距 算 子 以 二 为 其 谱 . 

证 ， 令 4 表示 以 4 为 其 谱 的 一 个 压缩 算 子 (参看 问题 48)， 
如 果 就 象 问题 108 那样， 

H(i 4) 
0 0 

其 中 A= JI—AA" , W M 是 一 个 部 分 等 距 算 子 ， 它 有 什么 样 的 
谱 ? 这 问题 可 以 约 化 为 对 和 RNR eN, APE 

VE A 

0 一 入 

是 不 可 逆 的 ? 由 于 M 把 第 一 坐标 为 0 的 每 一 个 序 对 变 为 0， 得 
知 0 属于 M* 的 谱 , 从 而 它 也 属于 M RKN. MEAO, 则 可 应 用 
问题 56， 结论 是 和 属于 MM 的 谱 当 且 只 当 和 属于 4 的 谱 。 小 结 ; 
A(M) =AU {0} =A, 

在 有 限 维 的 情形 可 以 得 到 更 多 结论 ， 如 果 A 是 闭 单位 圆 域 
的 有 限 子 集 ，0 属于 A, VEN 4 的 每 一 元 素 各 指定 给 一 个 正 整 
数 作为 重 数 , 则 存在 一 个 部 分 等 距 算 子 以 A 为 谱 且 其 各 特征 值 的 


210 解 答 


代数 重 数 恰 取 所 指定 的 值 ; 参看 Halmos—McLaughlin [1962] . 

解 105. AMPH. HAAR EWERT, 
它 有 (唯一 的 ) 正 平方 根 ; 称 之 为 了 。 由 于 对 Hp pH SA 

[PPP = (PF, PA = (Pf, P =F, P) = Ari, 

得 知 方程 UPf-Af 
无 疑义 地 定义 一 个 从 了 的 值 域 及 到 空间 到 PEA RU, 
HUER LESH, ATUAR LAR, 它 有 唯一 的 到 闭 包 
及 上 的 有 界 扩张 ， 而 从 及 ,， 它 又 可 以 唯一 地 扩张 成 从 互 到 区 的 
以 妨 为 始 空间 的 部 分 等 距 变 换 ， 根据 构造 法 , 方程 4=UP 成 
立 。 部 分 等 距 变 换 的 粹 是 它 的 始 空 间 的 正 交 补 , A REE 
域 的 正 交 补 是 它 的 核 。 这 蕴涵 kerU =ker P, 存在 性 的 证 明 已 经 
完成 . 

为 了 证 明 唯 一 性 , 假设 4=UP, U 是 一 个 部 分 等 距 变换 ， 书 
是 正 算 子 , H ker U 一 Eker P， 由 此 知 4* 一 PU*, 从 而 

. £&A=PU'UP=PEP, 

其 中 矿 是 十 到 的 始 空 间 上 的 投影 。 由 于 该 始 空 间 等 于 
(ker U)+, 从 而 等 于 ran P, 得 知 HP=P, Wii A*A=P?, HF 
方程 UPS — Af 对 于 ran 了 中 的 了 唯一 地 确定 了 可， 又 由 于 当 了 了 
在 ker 卫 中 时 VZ=0, 得 知 立 也 被 上 面 所 说 的 条 件 唯一 地 确定 ， 

要 推出 系 1， 可 以 UV" 左 乘 方程 4=UP, 并 利用 方程 0*D = 
五 | 参看 解 98.， 对 于 系 2, 注意 kerU=ker P=ker A*A=ker A, 
H ker U*= (ran U) += (ran A)+. 

#106. 假设 4 是 从 希 耳 伯 特 空间 H 到 希 耳 伯 特 空间 区 
的 有 界线 性 变换 , S 4=UP ER A 的 极 分 解 , 令 M(CH)#R 
部 分 等 距 变 换 U 的 始 空间 , 并 令 ROCE) RAV 的 值 域 (或 等 价 
Het, AN). 如果 dim M'<dim R+, 则 存在 (许多 ) 
MH BK See, EMEM LSU 全 等 ;为 此 ， 只 须 把 
M: 等 距 地 映射 到 B+ 中 并 且 把 这 样 的 映射 与 限制 在 M 上 的 
BNA SEK. 另 一 方面 ， 如 果 dim B+<dim M+, WEEE 
MES) Hy Sree, 它们 在 及 上 与 太 全 等 ; 每 一 个 这 样 的 等 
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距 变 换 的 伴随 变换 是 从 H 到 K eee Se, EAM 上 与 
U 全 等 ,不 论 是 那 一 种 情况 , 都 存在 一 个 从 H 到 K 的 线性 变换 
V 使 得 六 或 大 是 一 个 等 距 变 换 且 使 六 在 陨 上 与 0 全 等 ,由 
T P 的 值 域 包含 于 M, BM VP=UPHA, 
解 107. PEGS ALOR TARY SP, BRR 
点 就 是 极 大 部 分 等 距 算 子 . 

证 ， 首 先 假设 U 是 一 个 等 距 算 子 旦 了 =a4+TBB， 这 里 的 
a>0, B>0,a+8=1, |A/<1H |B/<1, 如 果 了 是 单位 矢量 ， 
WW Uf 也 是 如 此 , 且 0Uf=a4f+BBf, 这 里 的 |4f1<1, BFS. 
由 于 和希 耳 伯 特 空 间 的 单位 球 是 严格 凸 前 (问题 3), 可 以 推 知 AF = 
Bf-Uf, Kit A-B=U, i. SHASTRA. KPH 
等 距 算 子 的 结果 可 以 由 此 直接 推 得 . 

逆 完 理 可 以 这 样 证 明 , 即 证 每 一 合乎 ASL WAT 4 等 于 
两 个 上 面 已 经 得 到 的 那 一 类 端点 的 一 个 凸 组 合 ( 事 实 上 , 等 于 它们 
的 平均 )， 极 分 解 理论 (说 是 它 的 一 个 推论 更 好 些 ) 在 这 里 有 用 ， 
据 问题 106, 有 可 能 得 4=VP, 这 里 ,六 是 一 个 极 大 部 分 等 距 算 子 
而 0<P<1，(P 的 上 界 的 合理 性 可 由 」41 和 工 得 到 肯定 . ) 断 语 ， 


存在 一 个 西 算 巴 W k P= SW +"), ( 当 一 1<P<1 时 ， 
CEE AB EE ALA, 下 面 的 证 明 也 是 有 效 的 ; 在 基础 希 耳 伯 特 空间 是 


一 维 的 情形 , 断 语 及 其 证 明 有 简单 的 几何 意义 , ) 要 证 明 该 断 语 , 只 
要 记 


W=P+i vi- , 
然后 验证 一 切 如 我 们 所 想 ， 现 在 , 由 于 4=VP 且 P= 二 (WW+ 
W), 得 知 4 一 于 (VF+VWW)， 由 于 极 大 部 分 等 距 算 子 与 西 算 


子 的 乘积 是 极 大 部 分 等 距 算 子 , 证 完 ， 

Kadison[1951] 曾经 证 明 ， 某 些 算 子 代数 的 单位 球 中 的 端点 
是 这 样 的 一 些 部 分 等 距 算 子 U, 它们 对 该 代数 中 的 一 切 4 满足 恒 
等 式 


212 解 F 
(1-—U*U) A(L—UU") =0, 

Ta Bes i LAPS A RR, BOA EE 
明了 的 结论 是 相 容 的 ,的 确 , 很 清楚 ,如果 U RU 是 一 个 等 距 算 
子 ,Kadison 条 件 能 被 满足 ， 假设 , 反 过 来 ,已 知 该 条 件 被 满足 ,并 
{Bike 1—-U"U #0; 待 证 的 是 1 一 UU* 一 0。 换 句 话 说 , 待 证 的 是 : 如 
果 对 某 些 J，(1 一 U0")f #0, 则 对 一 切 g 有 (1 一 V"V0)g 一 0 这 是 
容易 的 : 给 定 g, 求 一 个 算 子 4, 使 得 4(1 一 UU")f=g. 

解 108. 记 UP=4. MRO AP xh, WU Pen 
换 ; AT P tap PP 可 交换 ， 得 知 ACUP) A*AC =P?) 可 交 
H. 

道 定理 比较 困难 . 如 果 4 是 拟 正规 的 , 则 4 P?(— A*A) 
可 交换 .从 函数 演算 的 最 初等 部 分 可 以 推 知 A 与 了 可 交换 (与 
问题 8 比较 , 在 那里 证 明了 正 算 子 的 正平 方 根 是 一 个 该 算 子 的 多 
项 式 的 序列 的 弱 极 限 。 还 有 一 种 方法 : MAUS wR Be 
数 的 Weierstrass 定理 证 明 “ 弱 ”可 以 “一 致 ” 代 之 )。 这 就 是 说 
(CP—PU)P=0, Ait UP— PU 在 ran P 上 取信 0， 由 于 kerP 
=kerU, UP 一 PU 在 ker 忆 上 也 取 值 0 是 显 易 不 足 道 的 ， 由 此 
4a UP —PU =0, 

解 109. 据 问题 106， 每 一 算 子 可 取 形 式 上 P， 这 里 的 太 是 
一 个 极 大 部 分 等 距 算 子 而 了 是 正 算 子 ， 任 给 正 数 8， 可 求 一 个 可 
BAF Q@( 可 以 使 它 成 为 正 的 ,如果 这 样 要 求 它 ) 使 得 1P 一 | <s， 
由 此 得 JFP 一 VQI<s。 注意 到 如 果 V 是 一 个 极 大 部 分 等 距 算 
子 , 则 六 是 单 侧 可 赣 的 (如 果 V 是 等 距 算 子 , 则 是 左 可 逆 的 ; 如 果 
V" 是 等 距 算 子 ， 则 是 右 可 逆 的 ) ORAM MAT Hy wes Ay 
积 是 单 侧 可 道 的 ， 关 于 单 侧 可 逆 算 子 的 稠密 性 定理 的 证 明 便 告 完 
成 ， 

为 要 得 到 关于 可 道 算 子 的 否定 结论 ， 考 虚 一 个 单 侧 可 道 但 非 
ARS ACB. AMBRE). BR. 存在 4 的 一 个 邻 域 , 其 中 不 
包含 可 道 算 子 。 假定 (不 失 普 遍 性 )4 有 一 个 左 逆 B, 上 BI|<1. 在 
这 样 规范 化 后 ， 上 述 断 语 可 以 说 得 更 精确 些 ， 以 4 为 中 心 且 半径 
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为 工 的 开 球 中 不 包含 可 逆 算 子 .。 ME, 为 得 到 证 明 ,首先 注意 到 如 
JR, AARC Aw, 则 将 有 A=B7BA=B*, 从 而 4 
将 是 可 逆 的 。 待 证 的 是 如 果 |4-T|<1, WT ERTA. 其 
实 ， . 
i1-BP|=|B(A-1) | <|A—7| <1, 

Mitt BP ww; ARM T Aye, NW BLA wii, 但 事实 上 它 
不 是 . 

#110. 证 明 的 一 个 方法 是 指明 ;对 每 一 可 道 算 子 A, 存在 
一 个 把 它 连结 到 恒 等 算 子 的 连续 曲线 ,为 此 目的 , 可 考虑 4 的 极 
HEUP, WP ARM, OP 也 是 如 此 ， 由 此 知 RR 
而 二 是 严格 正 的 ， 用 一 个 西 算 子 的 连续 曲线 1 一 Ui( 参 看 问题 
102) 把 U 连接 到 1, 文 相似 地 ,用 一 个 严格 正 算 子 的 连续 曲线 to 
P, 把 卫 联结 到 1， (后 者 甚至 不 必用 到 谱 定 理 ; 考虑 P+ 一 
t), 0<t<1,) 如 果 ASUP 则 1 一 44 是 一 个 可 逆 算 子 的 连续 
曲线 , 它 把 AC = Ay) 联结 到 工 = Ao), 
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解 111. 如 果 互 是 不 可 分 的 ， 则 它 是 若干 约 化 4 的 可 分 无 
穷 维 空间 的 直接 和 , 因此 , 先 假定 H 是 可 分 的 不 至 有 损 于 普遍 性 ， 
在 可 分 希 耳 伯 特 空间 中 一 切 无 穷 维 子 空间 都 有 相同 的 维 数 ， 所 以 
RIE Ht 个 约 化 4 的 无 穷 维 子 空 间 的 直接 和 。 在 此 
断 语 中 把 No 改 为 2 RENE REBT. MAB, RINEN: 
对 于 可 分 无 穷 维 希 耳 伯 特 空 间 上 的 每 一 正规 算 子 ， 存 在 一 个 约 化 
子 空间 使 得 它 以 及 它 的 正 交 补 都 是 无 穷 维 的 。 的 确 , MRR 
是 真 的 , 则 存在 H 的 约 化 4 的 子 空间 H 使 得 H 和 Ht 都 是 无 
穷 维 的 .重用 所 得 结果 (考虑 4 在 H, 上 的 限制 ) 可 推 得 存在 H+ 
的 约 化 4 的 子 空间 H, 3 Hs 和 Hi 站 Hd 都 是 无 穷 维 的 ， 归 
纳 地 进行 下 去 可 得 到 两 两 正 交 的 无 穷 维 约 化 子 空间 的 无 穷 序列 
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E 


(H). MEZA 门 E 非 零 , 可 把 它 与 O E, 合并 起 来 . 


O 剩 下 的 是 要 证 明 上 面 所 指出 的 断 语 ， 谱 定理 指明 , 无 损 于 一 
般 性 ， 可 限于 注意 某 测度 空间 上 有 界 可 测 函 数 9 所 诱导 的 乘法 算 
子 4， 对 于 复 平面 的 每 一 波 雷 耳 子 集 朋 , 9EM) KRH M) 
的 特征 函数 诱导 的 乘法 算 子 ， 算 子 恕 (MM) 是 投影 到 在 ori(Ca) 以 
外 到 零 值 的 函数 组 成 的 子 空间 上 的 投影。 很 清楚 ,每 一 EC(M) 
与 4 可 交换 , 就 是 说 , 每 一 召 (W) 的 值 域 约 化 4， 如 果 对 于 某 些 
M, 力 (M) 和 1 一 召 (M) 都 有 无 穷 维 的 值 域 ， 所 期 望 的 断 语 便 是 真 
的 ， 

如 其 不 然 , 则 必 出 现 这 样 的 情况 ， 对 于 每 一 及, BD st 1 一 
EM) 中 必 有 有 限 秩 者 ， 在 复 平面 上 , : 画 一 序列 越 来 越 精细 的 正 
方 格 机 ,并 令 每 一 格 棚 中 的 每 一 正方 形 充 当 妇 ， 由 此 知 如 果 
EM) AEN, WM EDEA- AA ECO} 有 正 的 秩 ， 不 
可 能 有 无 穷 多 个 这 样 的 和 ,否则 可 把 它们 分 成 两 个 无 穷 子 集 , 而 这 
与 本 段 的 主要 假定 矛盾， 结论 ; 至 少 存在 一 点 入 使 得 ECAD AA 
域 是 无 穷 维 的 ; 令 M 表示 该 值 域 ，4 在 M 上 的 限制 是 一 个 倍 冬 
算 子 而 因此 被 下 的 每 一 子 空间 廊 约 化 . HM 分 裂 成 两 个 无 穷 维 
子 空间 My 和 M, (的 直接 和 ); 如 果 Ho=M。o H H, =M,VM;, 
W By 和 Hi 具备 所 要 求 的 一 切 ， 

解 112. 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 每 一 个 酝 算 子 是 四 个 对 
称 的 乘积 ; 仅 有 三 个 (对 称 ) 一 般 是 不 够 的 ， 

如 果 基 础 希 耳 伯 特 空间 H 是 有 限 维 的 ， 则 行列 式 概 念 有 意 
义 。 由 于 对 称 的 行列 式 等 于 土 1， 得 知 具有 非 实 行列 式 的 西 算 子 
不 可 能 是 对 称 的 乘积 , 

证 . 假设 H 是 一 个 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 ， 开 始 时 先 把 H E 
示 成 等 维 数 子 空间 序列 { 耳 ,} 的 直接 和 , 这 些 子 空间 的 每 一 个 都 约 
化 所 给 西 算 子 U( 问 题 1T) 。 为 方便 计 , 下 标 应 跑 遍 一 切 整数 , 正 
的 、 负 的 和 0. 

相对 于 固定 的 直接 和 分 解 式 H- DH, 定义 右 移 位 为 使 得 
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SH, =H, 的 西 算 子 8， 并 定义 去 移 位 为 使 得 2 区 ,一 再 ,+ 的 西 
ATPT, n=0, +1, +2, …。 所 有 A, 的 等 维 数 性 保证 了 这 些 移 
位 的 存在 ， 如 果 六 是 任意 的 一 个 右 移 位 , WERK SUL 由 于 对 于 
一 切 TH,=S'UH,=S"H,=H,1, 得 知人 是 一 个 左 移 位 由 
于 了 一 9， 可 知 每 一 个 西 算 子 是 两 个 移 位 的 乘积 ; 只 须 再 证 每 一 
个 移 位 是 两 个 对 称 的 乘积 ,证 明 便 告 完 成 。 

由 于 左 移 位 的 逆 ( 等 价 地 说 , 其 伴随 算 子 ) 是 一 个 右 移 位 ,因此 
考虑 右 移 位 便 够 了 ， 于 是 可 假设 8 是 一 个 右 移 位 ; 令 P 表示 在 
H, 上 等 于 S51” HAT, S ERE H, LETS” HAT = 
0, +1, +42, =). mE JEH, UQ =S "ES "H, =H, 
因此 PAJ =PS “=S ”mmS "f=Sf。 存在 性 证 完 ， 

为 证 明 在 每 一 个 希 耳 伯 特 空间 上 存在 着 不 是 三 个 对 称 的 乘积 
的 西 算 子 , 令 % 表 示 一 个 1 的 非 实 立方 根 ,并 令 品 表示 wT， 算 子 
DD 属于 丁 算 子 全 体 的 群 的 中 心 ; 在 该 群 中 的 阶 恰 为 三 ， 证 明 的 
其 余部 分 已 与 算 子 理论 无 关 ; 待 证 的 是 , 在 任何 群 中 , 3 阶 的 中 心 
元 素 不 可 能 是 三 个 2 阶 元 素 的 积 ， 假设 果 有 中 心 元 素 4 使 得 v 一 
eyz, LEW = y= 1; UA 

ut =u uy uz=uU(au) y (uz) =u (yz) y (ey) 
一 (uz)y (ay) = yey yoy =1, 
2#., Halmos-Kakutani[1958] , 

#113. (a2) 单 侧 移 位 不 是 有 限 个 正规 算 子 的 来 权 .。 (b) 单 
侧 移 位 的 实 部 和 虚 部 的 范 数 都 是 1。(6e) MP MS] EH T 
的 集 的 距离 是 工 

iE. (a) 主要 工具 是 这 样 的 事实 , 即 如 果 正 规 算 子 有 单 便道 ， 
ema. GE: 对 每 一 算 子 说 , ARMS PAR, 参看 解 70， 
(2); 对 正规 算 子 说 , 下 有 界 同 于 其 伴随 算 子 的 下 有 界 . ) 假设 真 的 
有 口 =A1…4,, 这 里 的 品 是 单 侧 移 位 而 44，…，4 是 正规 算 子 . 
HF U= AiAi, 得 知 A ALA dal, Wi A, A. HR 
据 前 面 的 评论 , 这 蕴涵 A, 是 可 道 的 , 所 以 AD te. 可 以 从 
一 个 乘积 的 任 一 端 去 掉 可 道 算 子 而 不 改变 其 可 逆 《或 不 可 道 ) 性 ， 
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A 


通过 一 个 显然 的 归纳 步骤 ， 重 复 上 面 的 论证 , 得 知 每 一 个 4 是 可 
Mi, AU 是 可 道 的 ， 这 是 一 个 矛盾 , 从 而 证 完 ， 


O) 如 果 可 是 单 侧 移 位 ,又 4= 互 (CI ， 则 显然 有 IA 


<i 由 于 工 是 世 的 近似 特征 值 ， 存 在 一 个 单位 矢量 序列 {fas 使 
得 U fafa 0, HAU" 并 改变 符号 得 太刀 一 户 一 0. 相 加 并 除 
以 2, 得 4f, 一 f, > 0. 结论 ，1 是 和 4 的 近似 特征 值 , 因此 |Al> 
1, 为 得 到 关于 虚 部 的 结果 , 注意 如 果 U=A+iB, 则 一 训 =8 一 
iA, H 一 记 西 等 价 于 U0U( 参 看 问题 75) . 

ke) 存在 一 个 距离 7 不 大 于 工 的 正规 算 子 (0), 这 是 显 易 
不 足 道 的 ; 求证 断 语 的 比较 不 显 易 的 部 分 是 , 如果 AIER, MU- 
Al >i, WE A 是 可 道 的 , 这 从 解 109 即 得 ; 那里 的 断 语 蕴涵 以 V 
为 中 心 工 为 半径 的 开 球 不 含有 可 逆 算 子 ， 一 般 情形 的 解 现 在 已 很 
明显 : 可 逆 正 规 算 子 的 集 在 正规 算 子 全 体 的 集中 稠密 . 

‘P8114. 单 侧 移 位 没有 平方 根 ， 

证 , U" 倒 比 品 更 易 处 理 ， 当 然 , 同样 可 以 得 到 求证 的 结论 . 
因此 假设 存在 V=U", 并 令 N, 表示 OU 的 (一 维 的 ) 核 ， 由 于 
ker V c ker V? 一 和 No, 得 知 dim ker Y <i, mÆ ker V 是 平凡 ( 零 
维 ) 的 ,ker U" 也 将 是 这 样 ; 由 此 推 知 dim ker V=1, Mit ker V = 
No. HPO 把 全 空间 映 到 其 自身 上 ,六 也 必然 如 此 ， 由 此 得 知 
特别 是 No 应 包含 于 六 的 值 域 ， 从 而 存在 一 个 矢量 了 使 得 Vf 是 
No 的 一 个 非 零 元 , AT NORV 的 核 ， 这 蕴涵 =o, 即 U= 
0, 从 而 JENo， 再 用 此 法 :由 于 Jo。 是 六 的 核 , 这 蕴涵 Vf 一 0, 与 
当初 了 的 选 法 矛盾 . 结论 : 不 存在 这 样 的 六 

类 似 的 否定 结果 首先 由 Halmos-Lumer-Schäffer [1958] 得 
到 , 该 处 应 用 的 技巧 在 这 里 也 适用 ， 上 面 所 给 的 简单 得 多 的 证 明 
属于 J.G. Thomson, Deckard-Pearcy [1963] 和 Sehiiffor[1965] 
对 平方 根 问题 做 出 了 进一步 的 有 趣 的 贡献 . 

解 115， 显然 ,了 上 的 每 一 乘法 算 子 与 歼 可 交换 。 如果 A 
是 由 有 界 可 测 函 数 ? 诱导 出 的 乘法 算 子 , 则 
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Aeo = 9° p=, 
这 说 明 如 有 果 我 们 企图 证 明 某 算 子 4 是 L 上 的 乘法 算 子 ， 要 确定 
RT, 内 能 有 唯一 的 选择 . 如 果 有 这 样 的 滋 子 , 它 必 定 是 Aco, 
现在 假设 AW-WA, HE p=Aeo, 第 一 个 〈 事 实 上 也 是 主 
要 的 ) 难 点 是 要 证 明 g 是 有 界 的 ; 下面 是 证 明 方 法 之 一 。 如果 由 是 
任意 的 一 个 有 界 可 测 函 数 , 且 召 是 它 诱导 的 滋 法 ， 则 在 通常 意义 
下 的 正规 算 子 的 函数 演算 中 ，B 一 (WW)。 由 于 到 与 4 可 交换 ， 
因此 W 的 每 一 函数 与 4 可 交换 ， 从 而 特别 有 , BY A 可 交换 ; 由 
此 推 知 


prs =th-p = Bo = BAeo= ABey = App, 

W 的 每 一 函数 与 4 可 交换 的 陈述 不 是 不 足 道 的 ; 它 就 是 关于 正规 
算 子 的 Fuglede 可 交换 性 定理 。( 参 看 Halmos[1951, p.68] 和 问 
题 152.) 我 们 当前 的 论证 中 没有 必要 用 到 一 切 有 界 可 测 函 数 ; 只 
要 用 三 角 多 项 式 (BPA en 的 有 限 线性 组 合 ) REBT. 但 即使 如 
此 , 还 要 利用 Fuglede 定理 ， 要 用 它 证 明 如 果 歼 与 4 可 交换 , 则 
W* 与 4 可 交换 ， 

到 这 里 ， 儿 乎 可 以 应 用 问题 50 T. 那里 的 前 提 是 A 是 一 个 
LC 上 使 得 对 一 切 王 HSA ApS WAT; 而 现在 的 情况 是 
ARAL 上 使 得 对 一 切 有 界 可 测 的 由 有 Ab—o-b MAF, 这 
个 差别 的 确 相当 大 , 大 致使 该 问题 的 解 中 的 一 个 证 明 失 效 了 ,但 它 
还 不 是 太 大 , 还 不 至 于 使 另 一 个 证 明 , 较 “ 自 然 ” 的 那个 证 明 也 失 
效 ， 结 论 : 2 是 有 界 的 . 

证 明 的 其 余部 分 是 不 足 道 的 。 由 于 有 界 , 它 诱导 出 一 个 乘 
法 算 子 ; 出 于 这 个 乘法 算 子 在 有 界 函 数 全 体 所 成 的 稠密 集 上 与 A 
等 同 ; 它 必 定 到 处 与 4 等同， 

为 要 证 明 系 , 可 注意 如 果 乘 法 是 一 个 投影 , 则 匀 子 是 一 个 特征 
函数 ， 

RELIG. 正如 在 解 115 中 那样 ,我 们 必须 置 p= Ae 并 试图 
WH? 即 待 求 的 乘 子 ， 由 于 对 每 一 %*, Le, He A? 保持 H? 不 变 
(n=0, 1, 2, +++), Bal pren cE’, 由 于 还 有 
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Pen = Cy =U" =U" Aego = AU "eo = Aen, 

得 知 对 于 每 一 个 多 项 式 p RA epi Ty E Age-p=Ap. MR 
Bho 是 有 界 的 ,证 明 便 告 完成 (由 诱导 出 的 乘法 算 子 在 一 个 笛 
密集 上 与 ASK). 又 如 果 已 知 对 于 H 中 一 切 fae f=4f, 
则 9g 将 是 有 界 的 (参看 解 50 中 最 后 一 个 评论 )， 由 于 此 刻 这 些 “ 如 
果 ” 都 不 是 已 知 的 , 就 必须 去 证 明 某 些 东 西 。 最 省 事 的 办 法 似乎 就 
是 采用 (率直 地 说 , 是 去 重复 ) 解 列 中 使 用 的 第 二 个 证 明 . 

mE FEE’, 则 存在 多 项 式 ps MG pa f (E H H); 由 此 
当然 有 Ap, > Af GE HE? 中)， 不 失 一 般 性 可 假定 ps 一 了 几乎 处 
处 成 立 且 Apa -> Af 几乎 处 处 成 立 ; 如 果 这 对 序列 {pe} 不 成 立 ,也 
必定 对 于 某 一 适当 的 子 序列 成 立 ， 由 于 ps > f 儿 平 处 处 成 立 , 得 
I PPa > orf 儿 乎 处 处 成 立 ， 由 于 局 时 有 ppa 一 Af 几乎 处 处 
MIL, 得 知 p:f 二 4 几乎 处 处 成 立 。 

这 个 用 过 了 两 次 的 证 明 中 有 两 层 思 想 . (1) 如 果 一 个 闭 变换 在 
一 个 稠密 集 上 与 一 个 有 界 变换 相等 , 则 它 必 是 有 界 的 ，(2) 乘 法 恒 

系 等 价 了 于 ， 如 果 召 是 与 0 RANK, M E= REL 
1, 上 面 所 证 明 的 结果 列 涵 及 是 一 个 乘法 在 H? 上 的 限制 , BR 
法 的 末 子 本 身 属 于 He, 由 于 HH? LMR Sek BSR 
子 诱导 出 的 ( 施 于 eo 即 得 )， 该 乘 子 必 是 某 集 的 特征 函数 , 从 而 特 
别 必 须 是 实 的 ; 从 问题 26 即 得 所 期 望 的 结果 ， 

附带 地 说 ,该 系 并 不 一 定 要 从 主 断 语 演绎 出 来 ; Halmos[ 1951, 
p. 4H 有 一 个 容易 的 直接 证 明 可 供 参 考 . 

解 117. RU 是 单 侧 移 位 ,表示 成 由 ei 诱导 出 的 乘法 在 H 
上 的 限制 ; 例如 可 参看 问题 116， 如 果 4 与 可 交换 , 则 ( 据 问题 
116) 存 在 耳 ” 中 一 个 函数 gp 使 得 对 HH? 中 一 切 f 了 有 4f=gp*f. % 
键 性 的 工具 是 , 2 是 一 个 多 项 式 序 列 Ppa 的 极限 使 得 对 每 一 个 
有 | -< | pio, 参看 解 33， 由 此 知 如 果 了 了 EH, 则 几乎 处 处 有 

[pa C2) f (2) | < iple | F(z) I. 

册 于 gz 一 9 了 几乎 处 处 成 立 ， 勒 员 格 控制 收敛 定理 可 适用 ; 结 
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论 是 parf 一 pf (在 HH? p), HERI p 的 乘法 是 一 个 可 的 多 
项 式 (就 是 ps(D)), HES. 

解 118， 希 耳 伯 特 空间 耳 上 的 等 距 算 子 如 果 不 能 成 为 本 
算 子 ,其 唯一 原因 是 它 把 再 映射 到 H 的 一 个 真子 空间 上 。 这 提 
示 我 们 , VE S H HARKET 的 非 西 性 的 一 个 有 用 的 度量 . 
TV Uo Hem VL, BHAT uk VO VH 压缩 成 
VH, 如 此 类 推 ， HAN TR ALT VH 的 公共 
部 分 ， 这 是 真 的 , 而 问题 的 关键 在 于 : 待 证 明 的 主要 论点 就 是 这 个 
核心 约 化 了 算 子 六 ， 稍 为 锋 锐 的 结论 有 时 是 有 用 的 ;最 好 能 准确 
地 知道 该 核心 的 正 交 补 是 什么 ， 记 机- (VED) + 待 证 的 主要 结果 
用 对 表述 就 是 
门 P'E- Ny, 


如 果 用 通常 集 论 上 的 余 集 取代 正 交 补 , 这 个 陈述 (以 及 下 面 的 证 明 
都 ) 变 成 直观 上 显然 的 .( 画 一 个 图 , 将 有 助 益 ,) 
首先 观察 到 对 一 切 子 空间 MA VMI COVM)* (的 确 , 如 果 
feM', MI Vf EVM 的 一 个 典型 元 素 ， 又 如 果 GeEM, Mii 
Vo VM 是 的 一 个 典型 元 素 , 则 由 于 是 等 距 算 子 ,从 ff1g 即 
VE LV). A 
VH =V"(V H) =V"N+c (V"N)+, 


这 就 解决 了 证 明 的 一 半 ， 关于 反 向 的 包含 式 , 可 假定 JE 人 


(V"N):!， 然 后 用 归纳 法 证 明 对 一 切 % 有 FEV", W 2 一 0， 
这 是 不 足 道 的 。 如 果 fEV” 耳 ,因此 对 某 一 g 有 f-V%g, W 
V" LY'N(h F FE T'N)"), 所 以 g] 和 ， 这 蕴涵 gEVH, 从 
而 fEV"+! 耳 , 如 所 期 望 ， 上 所 断言 的 等 式 已 证 完 . 


co 


剩 下 的 就 容易 了 .显然 , VHEV 下 不 变 ， 由 于 根据 刚 


才 证 明 的 结果 ， 它 的 正 交 补 等 于 VV" 了 8， 后 者 也 在 六 下 不 变 ， 
BAN VL, 玉 在 这 个 约 化 子 空 间 上 的 限制 是 一 个 丁 
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算 子 (因为 它 是 个 等 距 算 子 且 其 值 域 等 于 其 定义 域 )。 严 在 正 交 补 
VVN 上 的 限制 是 许多 个 单 侧 移 位 的 摹 本 《Oopies) 的 直接 和 ， 
BAY PRR dim N, 

$3119. 如 果 厅 是 单 侧 移 位 , 则 对 每 一 个 酉 算 子 有 ,有 | 一 
Vi =2, 

试 观察 如 果 一 1 属于 算 子 4 的 谱 , 则 一 2 属于 A—1 的 谱 , 并 
从 此 着 手 证 明 。 由 此 得 知 ， 如 果 A 是 非 正 规 ( 即 非 西 的 ) 等 距 算 
子 , 则 r(A-1)S2, Aig |A-1)>2. CA 118, 并 记 起 单 
侧 移 位 的 谱 是 闭 单位 圆 域 . ) 如 果 六 是 西 算 子 , 则 0 一 VI=|IV*U 
-i| EF T'U 是 一 个 非 正规 等 距 算 子 , 得 知 |O-V|>2 反 向 
不 等 式 是 不 足 道 的 ， 

在 几何 上 这 是 一 个 很 奇特 的 结果 ， 单 侧 移 位 在 算 子 空间 的 单 
位 球 〈 面 ) 上 , 每 个 西 算 子 也 是 如 此 ， 刚 才 证 明 的 结果 可 以 用 几何 
语言 表达 为 如 果 六 是 西 算 子 , 则 和 下 是 对 径 的 ; 它们 的 距离 使 

得 它们 就 象 位 于 一 条 直径 的 相对 的 两 端点 似 的 ， 奇特 的 是 这 对 每 
一 个 站 都 是 真 的 . 

#4120. 存在 着 可 交换 的 等 距 算 子 Uo 和 了 o 使 得 Do 的 西 
部 分 的 定义 域 不 约 化 Vo, 

iE, Uo 表示 单 侧 移 位 与 无 穷 多 个 双 侧 移 位 的 直接 和 ; > 
Fo 表示 一 个 等 距 算 子 ， 它 把 (Du 的 ) 单 侧 部 分 的 定义 域 移植 于 第 
一 个 双 便 部 分 的 定义 域 且 把 各 双 侧 部 分 的 定义 域 向 前 推移 ， 为 把 
这 段 叙述 通过 计算 式 说 明白 , 令 忆 表单 侧 移 位 , 记 召 = 工 一 DID 并 
定义 Uo 和 To 为 无 穷 算 子 矩 阵 


U 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 U 0 0 0 0 0 0 0 0 | 

0 E U 0 0 i 0 0 0 0 
Uo = M Fo = 

0 0 0 UW 0 0 1 0 0 0 

0 0 0 E U 0 0 1 0 0 
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(注意 ; Vo 中 诸 0 和 工 都 是 算 子 , 与 Uo 的 对 应 元 素 同样 大 小 , ) 通 
过 计算 可 证 明 UoVo—V Uo, Uo 的 西部 分 的 定义 域 在 尾 端 (第 一 
坐标 为 0 的 矢量 全 体 ); 很 明显 , 尾 端的 正 交 补 (第 一 坐标 以 后 诺 举 
标 都 为 0 的 矢量 全 体 ) 在 Vo FERE. 
把 Uo Vo 的 西北 角 的 3x3 矩阵 作为 Uo, Vo 同 祥 适 用 , 但 此 
时 To 不 是 等 距 算 子 , 而 只 是 一 个 部 分 等 距 算 子 ， 
121. 已 知 ， 希 耳 伯 特 空间 H 和 它 上 面 的 压缩 算 子 4， 
4" _>0( 强 )。 求 作 ， 希 耳 伯 特 空间 He Lane, 它 具 
有 题 述 的 西 等 价 性 质 ， 我 们 的 构造 法 部 分 地 受到 下 面 的 观察 的 启 
R, MRH 中 的 矢量 了 换 成 AS, 则 序列 
<f, Af, BF, =) 
被 向 后 推移 一 位 , 即 被 换 成 
<Af, AF, AF, >, 
这 启示 我 们 A 该 类 似 于 直接 和 
HO® HO HO@…. 
但 这 样 是 行 不 通 的 ， 没有 理由 断定 序列 《<f,，4f，, Af, …> 一 定 
属于 该 直接 和 (级 数 D | Ay) 不 一 定 收敛)， 而 且 即 便 它 是 如 此 
的 , f5 <P, Af, AF, <-> 间 的 对 应 也 可 能 不 是 保 范 的 (即使 
SAF? WA, HAUL 47 一 0 时 才 会 等 于 17， 
消除 这 些 困难 的 诀窍 是 通过 一 个 算 子 下 对 序列 < 万 Af, AF, 
ws 的 各 项 进行 变换 以 使 所 得 的 范 数 平方 的 级 数 由 于 逐 项 递 消 而 
容易 地 收敛 于 ISI. RABIES AS, AS, > BRIT, 
TAS, TAF, …>, 使 得 
| 有 六 2 一 下 一 1 4 
ITAf|? = Af- AF], 
[TAF =| AF7- | Ar, 
如 此 类 推 ， 如 果 要 求 对 一 切 了 成 立 , 第 一 方程 就 蕴涵 TT = 一 
A'A; RZ, 如果 TT==1 一 4"4, 则 全 部 方程 都 能 成 立 . 
上 面 这 儿 段 只 算是 思路 的 启发 证 明 本 身 应 如 下 进行 ， 册 于 
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4 是 压缩 算 子 , 1 一 4*4 是 正 的 , 记 人 V1i 一 4*4, 并 令 及 表示 了 J 
的 什 域 的 闭 包 . + Ë 表示 直接 和 ROROR-- ， 如 果 f CH, W 
WoW n TASER, H 

> PA= $ CAA) ay, AP) 


=>) (Afi Anfi 
= |f]? |4], 
HT EUS JAYS] > 0, Be SCH, Hi V ih 
Vf=<Tf, TA, TAF, =Y 
定义 , WV EH S| h-ig. WRU BH ERA 
显然 的 移 位 UX<fo, fi, Ja >=, fo, fa >), 则 明显 地 对 一 
DfHVAS-—UVS, hF H EË phV St U FRB, 证 
58. 
注意 证 明 中 所 给 出 的 移 位 的 重 数 等 于 1 一 4'4 的 秩 ， 而 这 里 
的 “ 秩 ” 应 解释 为 值 域 的 闭 包 的 维 数 ， 
解 122. 假设 4 是 希 耳 伯 特 空间 上 使 得 7(r(4)) <i 的 
一 个 算 子 ， 由 于 ?一 lim JAF, 得 知 级 数 È [Aje 在 中 心 为 0 


而 半径 (一 二 ) 大 于 1 的 一 个 贺 域 上 收敛 . BAS |4] <o, 
从 而 还 有 È |A <o g Ho RRA H 的 内 积 所 得 到 的 希 
耳 伯 特 空 间 ; 新 内 积 由 

G, No= È (AY, hrg) 


给 出 ,由 于 1(4"f, Ag |< Al Atl SLAP [Fi ellgl, BH 
在 关于 收敛 性 的 困难 ， 如果 I=, Ao, M 


PSI (4 


MARA H 到 Hy 的 恒 等 映射 了 是 一 个 可 道 有 界线 性 变换 
GX, 附带 地 , 又 保证 了 Ho 的 完备 性 )。 如果 A= IAI, N 4o 是 


第 十 四 章 单 侧 移 223 
Hy 上 相似 于 4 的 一 个 算 子 ， 如 果 FO, 则 


asp DMI Sarl 


0 n=l 


HE PS ye 1+ D GAD’ 


21A? 
<a 
1+ Baty? 


因此 Ao 是 一 个 真 压缩 算 子 ， 这 蕴涵 4。 FED ET 0, MH 
依 范 数 趋 于 0. 

Al 从 问题 121 立即 得 到 , 而 系 2 为 (上 面 所 给 出 的 )| Aol < 
工 的 证 明 所 蕴涵 ， 对 于 系 3: 如 果 4 是 拟 寡 零 的 , 则 对 每 一 个 正 数 


& Ay 
(> A) <1; 
mR G/A 相似 于 压缩 算 子 C, M A 相似 于 £0. 
系 和 要求 稍 多 一 些 的 论证 .很 清楚 ,7(4)=r(S7 449) < 
|S*AS|, 所 以 (4)<inf|S-+48|， 为 了 证 明 反 向 不 等 式 , 令 6 


表示 开 单 位 区 间 中 的 一 数 并 记 
B 


<1 


3 


_ 4 

“Fay 4“ 

(如 果 r(A) =0, 可 改 用 系 3 进行 论证 )， 系 2 蕴涵 对 于 某 一 8 有 
[SBS] <1, uk t [SHAS] <r(4). 由 此 推 斯 ting] S145] 


<r). Mast BF 4, 

41233. 品 在 MM 上 的 限制 是 一 个 等 距 算 子 。 如果 N= 
MN (UM), WN 是 这 个 限制 的 值 域 的 正 交 补 。 对 这 个 限制 应 
FASE 118 中 得 到 的 结果 便 得 


ñ UV"M=MN A (UN), 


由 于 门 UH = {0}, 得 知 
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MV V UN 一 了 

由 于 , 另 一 方面 , ONCUMCM, 64 

VUNCM, 
M+ 和 MM 的 一 个 真子 空间 决 不 能 张 成 全 空间 .结论 ， 

VUN =M, 

剩 下 的 是 要 证 明 dim N=1, AANA AME UB 
做 较 大 的 空间 上 的 双 侧 移 位 本 在 五 : 上 的 限制 ， 如 果 了 和 9 
FEN 中 互相 正 交 的 单位 矢量 ， 则 形 如 琴 "/ RWg (n, m=0, 
+1, +2, …) 的 矢量 全 体 的 集 是 L 中 的 一 个 就 范 正 交集 (这 个 
居间 本 算 了 的 游 动 了 空间 的 良好 性 质 )， 由 此 得 知 
SIAP PE |, ew) P+ BG, en) [? 


一 之 | (Ff, Wee) |? +È (g, Wo) |? 
=E WF, 0) PS Wg, e) |?<feol?—A 


(不 等 式 即 Bessel FER), MEDC ISHN SA g 不 能 并 存 ， 
N 的 维 数 不 能 大 到 2; 由 于 它 也 不 能 是 0, 证 完 . 

证 明 的 最 后 部 分 属于 工 Halperin, 参看 Nagy-Foias，[1962， 
p. 108]. 它 是 几何 的 , Halmas[1961] 中 的 原 证 则 是 解析 的 .也 可 
参看 Robertson [1965] . 

124. 由 于 MLO) fy, e OO 张 成 ， 明 显 地 有 
dim MI# (XW)<k， 为 了 证 明 等 式 ,首先 注意 到 MLA) de UO" 下 不 变 
(Hy, O'fi—af, Bin jet, U°U*f,=U'UUT Tif,=U f,, YE 
意 这 证 明了 MEU 下 的 不 变性 )， 如 果 dim MEQ) <k, W 


对 适当 选择 的 数量 m 有 总 of, = 0, 或 换 名 话说， 存在 次 数 小 


于 的 一 个 多 项 式 2 使 得 2(C) 轧 一 0 这 草 涵 对 于 一 切 ww， Urs, 
是 fo … Uf, 的 线性 组 合 , 从 而 Me (A) ze 下 不 变 。 这 是 
不 可 能 的 ,所 以 dim My (A) =k, 
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由 于 fi fy = x Meg—h x NNeq eo, A > 1 后 便 
有 co EMEA), jt Aig 34 Uif, 一 UL 六 一 Uieo = e;€E Mi (A) 当 k> 
j+1 MLSE, 因此 V MEO) 包含 所 有 的 9. 
fF 125. 如 果 M=o-B?, UM =e- Map H= pre 
H?Co-H?=M, 这 证 明了 “ 当 ”， 同一 蕴涵 关系 还 有 一 个 证 法 ， 
它 使 用 了 游 动 子 空间 的 理论 ， 如 果 机 是 g 张 成 的 (一 维 ) 子 空间 ， 
划 卫 是 游 动 的 ; 理由 是 (Up, Up) = | ent Sam, 为 了 证 明 “ 只 
u” 可 假设 MEU 下 不 变 ,并 用 问题 123 将 了 表示 成 V UN 


的 形式 ,这 里 的 N 是 关于 石 a EA. M-A N 中 音 
io, 由 于 根据 假定 , 当 m>0 时 (Ump, 由 =0， 或 当 n>0 时 ， 
f enlo du=0, ORI AIOR n<ORLBA | enlpldu=0, 
从 而 |p|? 是 Lt 中 这 样 的 一 个 函数 ， 它 的 具 非 零下 标的 富里 时 系 
BASE 0、 结论 : |9| 儿 乎 处 处 是 一 带 数 , 而 且 由 于 | lgjsaw- 了 
p 的 管 数 模 必须 是 工 (注意 上 面 的 论证 包含 了 下 命题 的 一 个 与 解 
123 所 用 的 不 同 的 证 明 , AAEN, U 的 每 一 个 非 零 游 动 子 空间 都 
是 一 维 的 )。 由 于 多 本身 就 张 成 本， 函数 geCn=~ 0, 1, 2, …) 张 
ATM. 等 价 地 说 , 形 如 op 的 函数 全 体 的 集 ， 这 里 了 表示 多 项 
R KRT M, MTRL p 的 乘法 〈 限 制 到 互 * 上 ) 症 一 个 等 距 算 
T, 它 的 值 域 是 闭 的 ; 由 于 MM 是 它 的 一 个 稠密 子 集 在 该 等 距 算 子 
下 的 象 的 张 成 空间 ,得 知 开 事实 上 等 于 该 等 距 算 子 的 信 域 ,从 而 
M=9-H?, 
为 了 证 明 系 工 的 第 一 陈述 ,请 注意 如 果 p BEC H, 则 对 于 
He 中 某 一 个 记 gp 一 ge 一 小 广 由 于 /一 p" 业 ,可 知 || 一 1 因此 
7 是 一 个 内 函数 ， 为 证 明 第 二 陈述 ,只 须 证 明 如 果 0 和 0* 两 者 都 
BARAM 0 是 一 个 常数 ， 要 证 明 这 一 点 ,请 注意 Reg 和 Im 6 
都 是 HL? oh py Sem He, 所 以 (问题 26) Re 9 和 Im 9 都 是 常数 . 至 于 
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K 2, tmk M=o-H H N=)-H?, i po fpeMnN, 
R126. ASR RAMBO, F So, Eo En > 表 
示 一 个 使 得 
lim ar |? > | 一 0 
的 复数 序列 (有 具 体例 a 1/n!). BRB: f=<€o, £1, Ea «+> 是 
U* 的 一 个 循环 矢量 。 为 了 证 明 , 请 首先 注意 到 UP HKG, Sess, 
Ekta, >, 从 而 有 


1 open = Shea Erre y .ya 
lg OM Feo] = 4, s, ZA, ->—<L, 0, 0, >| 


k+l Ck+2 1 < 2 
= <0, fa , si ? 2D = Tee 3 lEn+x! 0, 
推论 . & ATS, Uy, Uf, :的 张 成 空间 ， 这 蕴涵 
Uf —ér_160= <0, bus cnet Ekta -> 
属于 这 个 张 成 空间 Al, 2, 3, =). AF 


1 akif ap i1 < 2_ > 
lz UIF — Exeo) 一 时 | TE Š él 0, 


Me AT f, US, Uf, … 的 张 成 空间 。 用 一 种 明显 方式 , 8 
纳 地 重复 这 个 用 过 了 两 次 的 论证 , 可 以 证 明 对 一 切 n(=0, 1, 2, 
), en 属于 S, UF, UF, … 的 张 成 空间 ， 从 而 了 是 循环 矢量 。 
这 一 步 解决 了 , 高 重 数 的 情况 就 变 成 不 足 道 的 。 对 于 重 数 2 
的 情形 可 考虑 同一 序列 on) 并 构成 矢量 
<<Eo, En, Ea >, Er, Ess Es, >>, 
对 于 有 限 高 重 数 , 甚至 对 于 重 数 Se， 可 以 仿 此 梅 成 子 序 列 。 例 如 ， 
重 数 No 的 移 位 的 循环 矢量 是 这 样 的 矢量 , Ht AB PY 
阵 的 第 环行 
fo €& 0 € 0 0 3 0 0 0 
0 0 & 0 & 0 0 & 0 0 
0 0 0 0 0 €g 0 0 & 0 
0 0 0 00 00 0 0 & 
《规则 ， 逐 步 增长 对 角 线 。 每 列 仅 含 一 个 非 零 元 素 ; 每 行 是 {65} 
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的 一 个 无 穷 子 序列 )， 关 键 点 在 于 , 具有 D él 所 具 的 性 质 (各 


项 后 的 余 和 与 该 项 的 比 趋 于 0) 的 级 数 的 每 一 子 级 数 也 具有 同样 

解 127. 已 知 H? 中 的 f, 令 了 家 示 卫 ?的 含有 f 且 在 U 下 
不 变 的 最 小 的 子 空间 据 问题 125, 非 1 一 0 BEIM 含 一 个 函数 p 
使 得 几乎 处 处 有 |p| = 二， 由 于 对 每 一 个 多 项 式 2 有 p(U)f EM, 
又 由 于 形 如 pCDU)f 的 矢量 全 体 的 集 的 闭 包 是 HE 的 一 个 含有 上 
HEU FRETS, Wee RBM pf 的 矢量 的 一 个 此 
列 在 H 中 的 极限 。 由 于 每 一 个 具 此 形式 的 矢量 最 少 在 SASH 
点 取 值 0, 得 知 在 为 零 的 点 9 必 取 值 0. 

为 了 证 明 系 ,只 须 注意 如 果 了 非 几 乎 处 处 为 零 , 刚 据 EF. 和 M. 
Riesz 定理 , 它 必 几乎 处 处 不 为 零 , 所 以 9 必须 几乎 处 处 为 零 . 

128. 存在 一 个 工 ? 的 非 索 元 素 /， 它 在 一 个 正 测度 集 上 
HE HRS nE BA CS, er) Cf, en) 一 0. 

证 ， 令 9 表示 开 的 任意 一 个 在 正 测度 集 上 为 零 的 非 零 元 素 ， 
HETO =u. f 显然 也 是 了 的 一 个 在 正 测度 集 上 为 零 的 
非 零 元 素 ， 如 果 9 一 之 Baen, 则 /一 之 Bnesnt1( 这 需要 核 证 ), 因 此 
除非 n=1(mod 3). BA Cf, en) =0, WMA: n=1(mod 8), M —n=2 
(mod 3), 所 以 对 一 切 风 有 (六 en) (Ff; en) =9, 

解 129. 首先 假设 {aw} 是 周期 序列 ,具有 周期 p(=1, 或 2, 或 
8,…), 并 令 Mj(j 一 0,…,p 一 是 所 有 使 %==j(mod p) 的 诸 基 矢量 
en 张 成 的 空间 ， 每 一 矢量 各 有 唯一 的 形 如 fot tf 的 表示 
式 , 其 中 f; 属于 更 ;考虑 双 侧 移 位 的 函数 表示 并 利用 它 建 立 下 
述 定义 。 对 于 单位 圆 的 每 一 可 测 子 集 吾 , 令 MM) 表示 如 下 
的 诸 了 全 体 的 集 , 对 这 些 了 说 ， 每 当 7-0, …, p 一 1 H z¢E h, 


EASO 0, WRI S t M h), 


poi 
Af = > aW fs 


228 a g 
E A’ f= Shay Wf 5 
这 证 明了 MA AGES WM,=M,,, B WM, =M; XER 
加 .减法 应 理解 为 模 p 的 ). 

为 了 证 明 这 个 构造 法 可 以 得 到 非 平 几 的 约 化 和子 空 间 , 仿 如 丧 
示 一 个 可 测 集 ， 具 有 严格 介 于 0 与 1/p 之 闻 的 测度 ,并 令 召 表示 
TERY: >r FHARR. RHEE- AiR, 具有 严格 介 于 0 
与 之 间 的 测度 , 如 果 9 是 一 个 在 Bi 的 余 集 上 取 值 0 的 函数 [ 注 ], 
Hf) =g), W fo EE MRRLAZ. MRA Je- 
#fo(z), j=0, =, p-1, 则 对 各 个 f; 说 , 这 也 是 真 的 .很 清楚 ， 
JEM; H fo 十 … 十 fo-1 是 表示 成 标准 形式 的 M 中 非 零 矢量 的 
一 例 ， 这 就 完成 了 条 件 的 充分 性 的 证 明 . 

必要 性 部 分 是 令 人 惊讶 的 . 为 了 证 明 它 , BABE BARA 
矩阵 {By} HS 4 可 交换 的 一 个 算 子 。 注意 


1 
iis = (Bej41,€i41) = (2 “Oe Aest ) 
7 
1 x a, 
Era (Be;, A €i41) Oty Bu, 


HEL {BS MEMRAM CR i=j). 

HEIE SMM THEM t, j，Bs 一 0, 则 对 一 切 5 有 Bipran 
=0, 

WÈ B LEKH, MEES A 可 交换 ， 从 而 与 AA 可 交 
换 . 由 于 A* Aen 一 oaen， 得 知 


Bis = (Bey, &) = (B + A*Ae;, es) = | (Bey, A" Ae) 


推论 83 MR aAa, M By 一 0. 
现在 假定 序列 fo} 不 是 周期 的 ; 只 须 证 明 每 一 个 与 4 可 交 
换 的 自 伴 算 子 BE-MIRA ST. 这 个 假定 蕴涵 如 果 m% 和 %% 是 不 


CEJ 此 处 应 假设 9 在 Eo 上 不 凡 乎 处 处 为 零 . 一 一 译 者 注 
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相等 的 正 整 数 ， 则 存在 整数 和 ;使 得 m 关 o H t—jom—n, 由 
此 得 知 

O= By ( 据 推论 3) = Bijna GEWE 2), 
REH mEn H Bm 一 0。 这 说 明 算 阵 B 是 对 角 的 ; 据 推 论 1 即 知 
BE— RAF. 
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#3180. MRAM Gos) 连续 的 ,又 {fit 是 一 个 w Mee 
于 了 的 网 , 则 对 一 切 9 AS, N=, ANP, A= AF, 
g), 因此 Af; —> Af(w), KERT AB wow) 连续 的 ， 注意 
(s—> 85) 连续 性 的 假定 在 伴随 算 子 A 前 存在 性 中 , 隐蔽 地 , 但 却 是 
关系 重大 地 ,用 上 了 . 

如 果 A 是 (w 一 急 连 续 的 ， 又 (fd su FR, 则 必 
EWE fy; > fw), WARE ASi Afw). 这 证 明了 A 
E (8 > w) BER. 

为 了 证 明 如 果 A 是 (s 一 好) 连续 的 , 则 4 是 有 界 的 ， 假 定 其 
RERS., 这 歼 涵 存在 一 个 单位 矢量 的 序列 {fr} 使 得 Afal > 
n, AF 


L 4,06), 
BE AL I Aj, 00), 
从 而 {= Afa) 
是 一 个 有 界 序列 ; 这 与 

| 二 4 fl >n 


FĀ. 
最 后 假设 4 是 (w —> s EE. 由 此 , 知 开 单位 球 在 4 下 的 
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原 象 是 一 个 弱 开 集 , 从 而 它 包含 0 的 一 个 基 弱 邻 域 。 换 句 话 说 , 存 
在 矢量 fi, oo, fs 和 一 个 正 数 e 使 得 如 果 |(f, fi) | <e, i=l, 
ee, k, WAPI <L. WR SIRS {So oo, fx} 的 张 成 空间 的 正 交 
补 , 则 一 定 有 | ST, Sl <e, t=1, e, 各， 因此 4f1<1， 由 于 这 
个 结论 也 适用 于 了 的 一 切 数 量 倍 , 得 知 AS 必须 是 0. 这 证 明了 4 
使 一 个 具有 有 限 余 维 的 子 空间 映射 成 0， 而 这 等 于 说 A 有 有 限 的 
秩 ( 如 果 存 在 一 个 无 穷 维 子 空间 ,在 它 的 上 面 4 是 一 对 一 的 , 则 4 
的 值 域 是 无 穷 维 的 ， 为 了 证 明 其 逆 命 题 , 注意 4 的 值 域 等 于 其 核 
的 正 交 补 在 A PAR). 

为 了 证 明 系 , 可 利用 算 子 ( 即 (s 一 9) 连续 的 线性 变换 ) 是 (w > 
WHOA. 由 于 闭 单位 球 是 弱 紧 的 ， 得 知 它 的 象 也 是 弱 紧 
的 , 因而 是 弱 闭 的 , 因而 是 强 闭 的 ， 

解 181. C 是 一 个 理想 的 证 明 是 初等 的 。 利用 极 分 解 ,C 是 
自 共 斩 的 证 明 也 是 初等 的 。 的 确 , 如果 ACC, A 4=UP, 则 P= 
U*A (SAME 105, Al), APEC, WF A*=PU"*, 1A 
A*E€, 

现在 假设 4,EC H | A,—Al— 0; 求证 每 当 {有 RAF 
Jj 的 有 界 网 时 必 有 Af; > Af, 注意 

lA fi Af |S Afi An fi] + | As fs—Anf | + lAnf—Af |, 
右边 的 第 一 项 为 | 4 一 4 [fs] 所 限 ,由 于 fl} 有 界 ,得 知 第 一 
项 关于 7 了 一致 地 对 于 一 切 大 的 w 变 成 很 小 ， 末 项 为 An Alle] 
所 限 , 从 而 它 对 于 大 的 ww 也 是 很 小 的 ， 固 定 某 一 大 的 4; 的 紧 性 
蕴涵 中 间 项 对 于 “大 的 ”7 变 成 很 小 。 这 样 就 完成 了 C 是 闭 的 证 
H, 

H 132. 4A 表示 具有 对 角 线 {0} 的 算 子 , 且 对 每 一 正 整 数 
n, 考虑 共有 对 角 线 {eo，…， Gna, 0, 0, 0,… 小 的 对 角 算 子 An A 
于 4 一 4, 是 具有 对 角 线 {0,…, 0, on, Ona, …} 的 对 角 算 子 , 因 
此 14 一 4,1 一 sup|enir|, 很 明显 地 ,o>0 的 假定 蕴涵 上.4 一 4,1-> 


0 的 结论 ， 由 于 紧 算 子 的 ( 依 范 数 的 ) 极 限 是 紧 的 ， 得 知 如 果 ww > 
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0, 划 4 是 紧 的 ， 

为 了 证 明 逆 命 题 , 可 以 考虑 使 4 成 为 对 角 的 就 范 正 交 基 {en}. 
如 果 ARERR M Ae, 0 ( 强 ) (EA en 一 0( 弱 )， 参看 解 13). 
换 句 话说 , WIR A 是 紧 的 , 则 onen| 一 0, 这 正 是 说 an 一 0. 

如 果 Sea en 则 4 和 84 中 ,每 一 算 子 各 是 另 一 算 子 的 倍 
(请 记 起 8*S 一 1)， 这 蕴涵 4 和 SA 同时 是 紧 的 或 同时 不 是 紧 的 ， 
这 个 评注 证 明了 系 ， 

解 133. 应 用 一 个 充分 有 力 的 工具 《 谱 定 理 ) 可 使 证 明 变 成 
容易 的 ， 先 要 看 到 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 紧 算 子 不 可 能 是 可 逆 
的 \ 证 明 ， 单 位 球 在 可 逆 算 子 下 的 象 是 强 紧 的 当 且 只 当 单 位 球 本 
身 是 强 紧 的 )， 几 于 紧 算 子 在 一 个 不 变 子 空间 上 的 限制 是 紧 的 , 得 
知 如 果 一 个 紧 算 子 在 不 变 子 空间 上 的 限制 是 可 道 的 ， 则 该 子 空间 
是 有 限 维 的 ， 

现在 假设 4 是 一 个 紧 正规 算 子 ; 根据 谱 定 理 , 无 损 于 普遍 性 ， 
可 以 假定 A 是 某 测 度 空 间 上 由 有 界 可 测 函数 9 诱导 出 的 乘法 算 
子 ， 对 每 一 个 正 数 s, 令 Me KRAE: |p) | >e}, FF M, 表示 
由 那些 在 M. 以 外 取 值 0 的 函数 组 成 的 L? 的 子 空 间 . 很 清楚 ,每 
— M, 44k 4,2 AEM. ELA RAE PRA, HMM. 是 有 
RAER. 

4 的 谱 是 9 的 本 性 值 域 . ABRAR E E en, 


MEMRI || < 过 | 之 外 的 部 分 所 包含 前 只 能 是 有 限 个 有 限 重 


的 特征 值 ; 由 此 即 得 求证 的 一 切 ， 
解 134. 假设 恒 等 算 子 是 一 个 积分 算 子 , RAKE, 意 即 ， 
如 果 .JEI (在 一 个 具有 o~ 有 限 测度 思 的 测度 空间 上 ), ULF 


每 一 个 wm 
| K@, Wf Wan) -jw)， 
县 出 此 得 知 如 果 了 和 9 都 在 LP 中 ,由 
Cf, D=|[E@ DFW I) dn dn), 


232 解 g 
如 果 特别 地 , SA g 是 可 测 集 的 (区 如 说 F M G RER e, W 
上 方程 变 成 

MENG) = {| Ks, Dano) dm). 


PA 


后 面 这 个 方程 是 两 个 集 函 数 间 的 方程 。 右边 是 在 五 xG 上 计算 
NK 的 不 定 积分 ， 为 了 得 到 左边 的 一 个 有 意义 的 描述 ， 令 全 表 
AA XB XXX AM APR To=, o>), 并 令 v RAR XKN 
RY Ay Ww 8 AY 
v (E) =p (PE) 

定义 的 测度 。 WARP AG RX 的 可 测 子 集 , WTA x 的 = 
FANG, 而 因此 

vAFxG)=p(F NG. 
结论 ; 的 不 定 积分 与 2 在 一 切 “ 兴 形 ”上 相等 , 从 而 在 一 切 可 测 集 
上 相等 ,所 以 特别 有 ,天 的 不 定 积分 集中 于 对 角 线 上 , 最 后 这 个 断 
语 的 意义 是 说 , WER D Æ XXxI 的 对 角 线 , D={Ke, yey}, 
WE 的 不 定 积分 在 DD 的 余 集 的 每 一 可 测 子 集 上 为 零 (因为 v 是 
如 此 的 )， 由 此 得 知 在 D 的 余 集中 的 几乎 每 一 点 及 (%, y) =0. 

上 面 的 推理 对 于 一 般 的 (o- 有 限 ) 测 度 是 合理 的 ; 它 没有 利用 
勒 贝 格 测度 的 特殊 性 质 . 作为 一 例 , 它 也 适用 于 一 个 可 数 集 上 的 
计数 测度 ， 此 时 它 蕴涵 恒 等 算 子 的 朱 阵 是 一 个 对 角 和 矩阵 一 一 一 个 
平凡 结论 。 由 于 这 推理 总 适用 于 勒 贝 格 测度 , 而 在 平面 中 , HAR 
的 蔓 贝 格 测 度 是 O, 得 知 如 果 忆 是 勒 员 格 测度 , 则 几乎 处 处 有 区 = 
0. 考虑 到 用 下 RAS, 9) 的 式 子 ,这 是 悖 刘 的 ,证 完 . 

解 135. 请 记 起 简单 函数 是 具有 有 限 值 域 的 可 测 函 数 ; 等 价 
地 说 , 简单 阔 数 是 可 测 集 的 特征 函数 的 有 限 线 性 组 合 ， 简单 函数 
a TL? 当 且 仅 当 原点 的 余 集 的 原 象 必 具有 有 限 测度 ;与 此 等 价 

一 个 条 件 是 ， 它 是 具有 有 限 测度 的 可 测 集 的 特征 函数 的 有 限 线 
yy L? (中 的 简单 函数 在 L*(jw) 中 稠密 .由 此 得 知 , 具有 
有 限 测度 的 可 测 矩 形 的 特征 函数 的 有 限 线性 组 合 在 了 (wxw) 中 
HE. 考虑 到 这 些 评注 ,就 知道 我 们 只 须 证 明 , 如 果 4 是 具有 核 
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K 的 积分 算 子 , 此 处 
K (æ, 9) =$ g(a) hi(y) 


其 中 每 一 % 和 每 一 h 是 具有 有 限 测 度 的 可 测 集 的 特征 函数 的 数 
B®, 则 4 是 紧 算 子 ， 其 实 我 们 还 可 以 同样 容易 地 证 明 更 强 的 结 
$: REA g h AT L), WAT 4 有 有 限 的 秩 , 事实 上 ， 
4 的 值 域 包含 于 这 些 9 的 张 成 空间 中 ,证 明 是 简捷 的 ,如果 
JEL (u), W 


CORTO | e@F@ du). 


#2186. 4eo% AX—+ Hilbort-Schmidt 算 子 ， 则 A*A 的 
特征 值 的 和 是 有 限 的 。 

证 .我 们 说 4 是 一 个 Hilbert-Schmidt HF, 其 意义 当然 是 
说 A 是 一 个 ( 璧 如 说 是 ) Lu) bih Luxu) 中 的 核 五 诱导 
的 积分 算 子 ， 由 于 4*4 是 一 个 紧 正规 算 子 ,存在 一 个 由 4*4 的 特 
征 矢 组 成 的 就 范 正 交 基 {了 站 (问题 183), 记 44f1 一 为 f;。 通过 
一 个 有 用 的 方法 可 以 把 前 面 这 两 个 陈述 汇总 一 起 ， 这 就 是 引入 
一 个 适当 的 L(x pj) 的 基 ， 然 后 ， 据 Parseval 等 式 , OR K 的 
TIL2(xx /办 范 数 ( 它 当然 是 有 了 眼 的 ) 依 这 个 基 的 表示 式 ， 了 眼前 容易 
看 到 的 基 只 有 一 个 , 它 由 函数 gi AR, 而 gu, YAS W. 
但 另 一 个 稍 不 明显 的 基 在 代数 上 倒是 略 较 便利 的 ; 它 由 函数 gi 组 
成 ,而 gu gue, W=fi@)fity)" 定义。 

以 下 就 只 剩 简 单 计算 了 ， 

IK P= SICK, gs) |*(4% Parseval 45%) 


-DEN EG, WFO FW Ar) dn | 
-EEI f(| KG, Mau) fie) dula) l 


-| Af) Se) dua) 
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=I E fs, SÀ P= BS Af sl? Parsoval 等 式 ) 


-IKA Af) AAS, J) =E. 


证 明 已 经 结束 ， 不 满足 Hilbert-Sohmidt 条 件 的 具体 的 紧 
算 子 的 构造 现在 就 容易 了 。 考 虑 一 个 无 穷 矩 阵 (也 就 是 六 上 的 一 
DR). HEL, 如果 其 元 素 的 模 的 平方 和 是 有 限 的 , WERN 
定 一 个 Hilbert-Sehmidt HF., KAMAR MERER, XÈ 
真 的 ， 刚才 证 明了 的 定理 歼 涵 , 这 时 上 述 有 限 性 条 件 不 但 是 该 逢 
阵 确定 了 一 个 Hilbort-Sohmidé 算 于 的 充分 条 件 , 也 是 该 结论 的 
必要 条 件 ， 于 是 ,就 对 角 算 子 的 情形 说 , 紧 和 Hilbert-Sehmidt 问 
的 差异 就 是 趋 于 0 的 序列 和 平方 可 和 序列 间 的 差异 . 

W197. 如 果 A 是 紧 算 子 而 UP 是 其 极 分 解 , 则 了 (一 0"4) 
是 紧 算 子 。 据 问题 183, P 是 0 和 一 个 可 分 空间 上 的 对 角 算 子 的 
BRM, 且 该 对 角 算 子 的 对 角 项 序列 趋 于 0， KAA P AARE 
EA {Pa} BH) 的 极限 ， 从 而 A=U-lim Ps 一 lim DP。 


由 于 对 每 个 % UP. BARKE, DESC. 

fg 138. 假设 工 是 一 个 算 子 的 非 零 闵 理想 ， 第 一 步 要 证明 
工 含有 每 一 个 一 秩 算 子 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 试 观察 如 果 公 和 是 
非 零 矢量 ， 则 由 4/ = (六 Ov 定义 的 算 子 具有 秩 1， 而 每 一 个 一 
秩 算 子 都 具有 这 种 形式 ， 为 了 证 明 每 一 个 这 样 的 算 子 属于 工 可 
在 1 中 取 一 个 非 零 算 子 4o， 并 令 vo 和 wo 表示 非 零 矢量 使 得 
4oto 一 90， 令 了 表示 出 Bf 一 uju 定义 的 算 子 ， 令 O 表示 使 
得 Ovo=v 的 任意 一 个 算 子 ， 由 此 得 知 

CAovBf =O Ao (f, u)tuo=(f, uOvo=(f, wu=Af, 

MCA BA, 由 于 工 是 一 个 理想 , BA ACL, 如 所 期 望 . 

由 于 工 含有 一 切 一 秩 算 子 , 它 也 含有 一 切 有 限 秩 算 子 , 又 由 于 
工 是 闭 的 , 得 知 1 含有 每 一 个 紧 算 子 , (注意 到 此 为 止 还 不 需要 可 
分 性 . ) 

最 后 的 一 步 是 要 证 明 如 果 工 含有 一 个 非 紧 算 子 4， 则 工 含有 
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每 一 个 算 子 。 如 果 UP 是 4 的 极 分 解 , 则 了 EI( 因 为 =U"*4)， 
且 了 不 是 紧 算 子 ( 因 为 4=UP)， 由 于 己 是 自 伴 的 , 必 存 在 一 个 
无 穷 维 子 空间 M, Ede PPE, 在 它 上 面 卫 是 下 有 界 的 , 辟 如 
说 ,以 s AFAR REAR, WP HERK). OV RR-PMH 
到 班 上 的 等 距 算 子 〈 互 的 可 分 性 就 从 这 里 进入 问题 )， 由 于 
PM=M, 得 知 V*PVFH=V*PM-V"MH.， 由 于 还 有 对 一 切 
了 ,了 fE MM 得 知 
[V"PV Ff | =|PVF|>elVFl=elf i. 

RTA PV 是 可 道 的 ， 由 于 六 PV ETL, 含有 一 个 可 
逆 元 的 理想 含有 一 切 元 ; 证 完 . 

#139. 如 果 4 是 正规 的 又 对 某 正 数 如 4 如 是 紧 的 , 则 凡是 
紧 的 ， 。 
证 . 把 4 表示 成 一 个 适当 的 测度 空间 上 的 有 界 可 测 函 数 o 
诱导 出 的 乘法 算 子 ， 注 意 这 样 也 自动 地 把 4” 表示 成 由 诱导 出 的 
FART. 由 于 ， 据 问题 1838，4" 是 0 和 一 个 具有 收敛 于 0 的 对 
角 项 的 对 角 算 子 的 直接 和 , 得 知 o 的 本 性 值 域 是 一 个 只 能 以 0 为 
FRAN RR. 这 蕴涵 A 是 0 和 一 个 具有 收敛 于 0 的 对 角 项 的 
对 角 算 子 的 直接 和 ,从 而 4 是 紧 的 . 

#140. 已 给 希 耳 伯 特 空间 H 上 的 紧 算 子 O, 记 4=1 一 0. 
待 证 的 是 , 如 果 ker4 ={0}, M 4 是 可 道 的 ， 通 过 下 面 两 个 引 理 
可 以 方便 地 得 到 证 明 ; (了) 如 果 ran 4 一 再 , 则 ker4={0}. (2) A 
在 (ker4)+ 上 是 下 有 界 的 ， 

GQ) #K,=ker A", n=1, 2, 3, +, MREL+(0}, Of: # 
示 Ky 中 的 一 个 非 零 矢量 ， 然 后 归纳 地 求 得 ,As 使 得 4j mtn. 
HEAD nE SEK, MARRE AMES, 取 值 0 的 最 小 
FERN KE. RAFI (Bi, Ke, Ka, ---} 是 严格 上 升 的 , 从 
而 存在 一 个 就 范 正 交 序 列 fer, e es，… 小 使 得 对 一 切 呈 有 
én€K,. 由 于 Aena EK, 因此 Aena enrt 由 此 得 知 

Cen. |? = | Enpa Aena = [nga]? + | Aen gs >, 

由 于 6, 一 0 GH), 这 与 假设 的 O 的 紧 性 矛盾 。 Bit, Ki= {0}, 
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(2) 如果 4 在 (ker4)+ 上 不 是 下 有 界 ， 则 在 (ker4)* 中 存在 
单位 矢 户 使 得 Af, -> 0, BBO 的 紧 性 ,无 损 于 一 般 性 可 以 假 
定 序列 {Ofs}( 强 ) 收 敛 于 (譬如 说 ) fo APS s=Afat Chas, 
得 知 fE (kerA)+ H |S] =1 WE Af, > Af, A AS=—0, 由 此 
HSE ker 4， 从 而 了 一 0 这 个 矛盾 完成 了 4 在 (ker At 上 下 有 
FF SUE AR . 

(了 D 和 (2) 的 结果 ， 如 同 对 于 O 和 44 一样， 也 有 效 地 适用 于 
C* 和 4A*， hF ran A= AH=A((kerA)*), M(2) 得 知 ran A E 
是 闭 的 ， 从 而 根据 刚才 的 评论 ,ran A 也 恒 是 闭 的 。 现在 假设 
ker A= {0}; 当然 可 推 知 ran A* HT H. HF ran A* ZA, X 
蕴涵 ran A*=H, 从 而 可 以 应 用 (1) (FA). Bie, ker A*= {0}, 
Pr (ker A") J =H, WA) (ft AD AE 4* TAS. SER 
立 的 zan A* 的 稠密 性 一 起 , OA A” WE, 从 而 A 可 逆 ; 证 完 ， 

IIL 假设 4 是 紧 的 且 MEP BMcran 4 的 子 
空间 。 了 在 4 下 的 原 象 是 一 个 子 空间 , 壁 如 说 是 N, 而 交集 
NN (ker4)+ 也 是 一 个 子 空间 ，A 在 这 个 交集 上 的 限制 是 从 这 个 
交集 到 M 上 的 一 对 一 有 界线 性 变换 ,所 以 (问题 41) 它 是 可 逆 的 ， 
N 的 闭 单位 球 〈 即 闭 单 位 球 与 N 的 交 ) 的 象 是 M 的 一 个 强 紧 子 
集 , 而 据 可 逆 性 , 它 包 含 班 的 一 个 闭 妹 〈 即 它 包含 一 个 闭 球 与 M 
AYE), KAE M 是 有 限 维 的 ; 证 完 . 

RIR. (D 蕴涵 (2). 4 恒 把 (kor A)+ 一 对 一 地 映射 到 
ran A 上 ， 从 而 其 逆 映 射 把 ran A 一 对 一 地 映射 到 (ker 4)+ E, 
在 现在 的 假设 条 件 下 , ran 4 是 闭 的 , 所 以 据 闭 图 象 定理 , KR 
射 是 有 界 的 ， 令 了 表示 在 ran 4 上 等 于 该 逆 映 射 而 在 (ran A) +t 
上 等 于 0 的 那个 算 子 , SP RRA ker 4 上 的 投影 ,而 Q 表示 到 
(ran A)" 上 的 投影 ， 注意 三 和 Q 都 是 有 限 秩 的 。 由 于 在 ker 4 
和 (ker A) 上 都 有 BA4=1 一 P， 又 由 于 在 ran 4 和 (ran 4)+ 上 
都 有 4B==1 一 Q@, 得 知 1 一 B4 和 1 一 48B 都 有 有 限 的 秩 ， 

(2) #34 (3). 显而易见 ,因为 有 限 秩 算 子 必 是 紧 的 ，. 

(3) 蕴涵 (1)、 如 果 0C=1 一 4B 而 D=1-B4, HHO MD 
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ERR, N) ker B*A* 和 ker BA 都 是 有 限 维 的 ， 由 此 得 知 kor A* 
和 ker A 都 是 有 限 维 的 ， 从 而 (ran 4)* Al ker A 都 是 有 限 维 的 , 
为 了 证 明 ran A 是 闭 的 , 首先 应 注意 BA 在 (ker B4)* 上 是 下 有 
界 的 (参看 解 140)， 由 于 对 一 切 了 有 BAS) S| Bl -| As, 得 知 A 
在 (ker BA 上 是 下 有 界 的 ， 从 而 (ker B4) 在 4 下 的 象 是 闭 
的 ， 由 于 ker BA 是 有 限 维 的 , ker BA 在 4 下 的 象 是 有 限 维 的 ， 
从 而 是 闭 的 ,而 ran A 就 是 和 4(ker BA) +A (Ker BA)! GHZ, 
当 两 个 子 空间 中 有 一 个 是 有 限 维 时 ， 这 两 个 子 空间 的 和 恒 是 一 个 
子 空间 ; 参看 问题 8). 

IB. 通过 平移 入 把 题 中 断 语 约 化 成 ， 如 果 和 不 可 道 ,但 
ker A= {0}, WBA WM, Hwa, 如 果 B 可 道 , 则 非 ker A 
Æ {0}, HAMM, A TERE, Whe BRAM, Hic 

A=B+(A—B)=B0+B1(A-B)), 

随 着 4 一 B, BC(A—B) WBA. BUM BRE -L ABCA 
B) 的 特征 信 \ 此 时 ker A # {0}), DE 1+ B4(A—B) Ww tm A 
WD, 

F144. 双 侧 移 位 就 是 一 例 ， fein =0, ti, 42, +} 
就 是 被 移动 的 那个 基 (Wen 一 ensi) ,并 令 O 表 由 0f 一 (f,e-Deo 定 
LEHRT, HTO 有 秩 工 ( 它 的 值 域 就 是 so 张 成 的 空间 )， 所 以 它 
BEM. W-C 是 什么 样 的 算 子 ? 由 于 WP (w>0 的 诸 en 的 张 成 
空间 ) EW 下 和 C 下 都 不 变 , BHEW-O TERTZEN, BP 的 
正 交 补 (2<0 的 诸 ea 的 张 成 空间 ) EW 下 和 在 C 下 都 不 是 不 变 
HY CHF We1=Ces—e); EE W-C 下 是 不 变 的 (理由 :如果 
n<0, N] W—-O {K n<—1 n= —1 He, HPA DY Enyi 或 0). 
结论 : HE AW 一 C. 这 个 结论 使 得 我 们 易于 撒 述 丈 一 C: 它 在 于 
上 与 单 侧 移 位 合同 ， 而 在 BP 的 正 交 补 上 则 与 单 侧 移 位 的 伴随 算 
子 合 同 ， 换 名 话说 , WW 一 OC 就 是 直接 和 0"@U, AmE RR E U" 
AU 的 谱 的 并 ， 

借助 矩阵 可 以 把 这 一 切 看 得 更 清楚 ， 矿 的 (关于 被 移动 的 
基 ) 的 矩阵 在 紧 接 主 对 角 线 下 面 的 对 角 线 上 的 元 素 都 是 1 而 其 它 
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元 素 都 是 0; 减 去 C 的 效应 就 是 把 其 中 一 个 二 即 在 0 行 、 一 上 列 的 
那个 荆 换 成 0. 

145. 摄 动 不 能 把 单 侧 移 位 变 成 正规 算 子 . 

证 .我 们 使 用 的 技巧 是 检查 有 关 算 子 的 谱 并 利用 谱 在 摄 动 下 
的 相对 稳定 性 ， 

如 果 如 =B 一 0, B 正规 而 0 紧 , 则 

U'U =B*B—D, 

这 里 的 D=CB+ B"'0- 0*0, 
Ab DERM. He UU=i, 又 4(1) = {1}, 得 知 (问题 148) 
A(B*B) 中 的 数 ,除非 是 1, 因 而 可 能 是 例外 , 其 它 各 数 事实 上 必 是 
B*B 的 特征 值 ( 另 一 证 法 ， 利 用 Fredholm 择 一 律 )。 由 于 可 分 希 
耳 伯 特 空间 上 的 自 共 轿 算 子 只 能 有 可 数 多 个 特征 值 , 得 知 BB 的 
谱 必 是 可 数 的 .由 于 A4(D) 是 闭 单 位 圆 域 , 而 也 没有 特征 值 , 从 问 
题 148 得 到 的 另 一 推论 是 如 的 谱 与 这 个 圆 域 只 在 如 的 特征 值 处 
可 能 有 差异 ， 可 分 希 耳 伯 特 空间 上 的 正规 算 子 只 能 有 可 数 多 个 特 
征 值 ， 结 论 : 以 可 数 集 为 模 ,4(B) 是 单位 圆 域 , 因此 (问题 97), 以 
可 数 集 为 模 , A(B'B) 是 区 间 [0,1]， 这 与 4(B*B) 的 可 数 性 矛盾 . 

#146. 如 果 互 和 五 是 Volterra 核 , 则 它们 的 “ 积 ”( 矩 阵 
的 合成 ) 也 是 这 样 , 理由 ， 


(HK) (a, W -J He, )K, yds, 
如 果 %<y, 则 对 一 切 z, 非 x<x( 此 时 五 (%, 2 人 一 0)， 必 2<< 欠 此 时 
K(, 9) =0), RAB, MIR <y, M HK (e, y)=0; 如 果 o> 
y, SW 

(HK) (2, ») =| H@, DKG, yee, 


因为 除非 2 介 于 y 与 “之 间 , Hæ, z) MKE y) 中 必 有 一 个 为 
零 ， 由 此 得 知 如 果 K 是 一 个 有 界 Volterra 核 且 |K (a, y) |<, 
Rasy, ii 


|K*@, y) |= I| K@ DEG y) d| <0 (wy) 
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《在 此 处 上 下 文中 ,类 如 到 ”天 "等 等 的 记号 表示 ”矩阵 乘积 KK, 
KEK 等 等 )。 从 此 式 接着 又 推 知 ,如 果 oy, 则 


|K, y) l= IË KG, DEG, yde < | @—y)de 
Ca 
这 些 是 一 个 明显 的 归纳 推理 的 最 初 两 步 ; 一 般 的 结果 是 , ASR n> 
1 E >y, W 


[Kr"(w, y) | < 


RAWEA K" DI< ET 
从 而 如 果 4 是 (K) 所 诱导 的 积分 算 子 , 则 
n ns cr" 
IANS Sy: 
1 i 
出 于 “n oo t (zr) —>0 


《请 回忆 指数 级 数 的 收敛 半径 是 co), RRS MT AE WES 
的 证 明 . 

解 147， 每 一 个 Volterra FAMEEN. 

i. 很 自然 地 会 试图 用 到 近 法 证 明 本 定理 . 已 给 一 个 在 对 角 
线 上 方 为 零 的 核 , 可 修改 它 的 定义 , 使 在 一 条 平行 于 对 角 线 的 狭 罕 
的 带 状 区 域 上 取 值 0， 并 证 明 所 得 的 这 个 近似 核 诱导 一 个 才 零 算 
P. 这 证 明 是 可 行 的 , AEDS) DER MSRP ee eR, 
应 该 记 起 ( 解 87), 拟 竹 零 算 子 的 极限 可 能 不 是 拟 窜 零 的 。 所谓 小 
心 掌握 可 以 如 下 表述 ， 

BIB, 如果 4 是 一 个 Volterra RF, 又 8 是 一 个 正 数 , 则 存 
在 Volterra #F Bio C, AA A-PERRA, 使 得 (1) A=Bt+ 
O, 2) |Bl<s 且 (3) 若干 个 如 与 若干 个 0 HER, PREPS 
于 的 因子 至 少 有 思 个 , 必 等 于 0. 

a) EH. GQ) > 表示 诱导 出 AW Volterra i, K 可 
以 自然 地 分 成 一 个 很 小 的 部 分 MM 和 一 个 宕 零 的 部 分 W， 就 是 把 
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对 角 线 下 方 的 直角 三 角形 E Ke, ieS) 劈 分 成 一 个 对 角 
的 带 状 区 域 DCS) (= {Kw, 90a —y<0}) 和 一 个 相似 的 平行 三 
T EO) (= (Ke, 办 :0>y+8))， 这 个 自然 的 分 法 是 可 用 的 ， 
HERERO MANESH MAR SEE [|E y) [dz dy 


Dy 

<e, Q MEDO PEF K TREET O, N te HC) 中 等 
FE 而 在 他 处 等 于 0， 如 果 BMO 分 别 是 由 MANAIRA 
分 算 子 , 则 显然 有 4 一 B+C， 

(2) [Bl < 的 证 明 是 简捷 的 ; 由 于 BB 的 核 的 L? 范 数 小 于 
得 知 的 算 子 范 数 小 于 6， 

(8) C 有 非常 强 的 等 零 性 质 ， 该 性 质 的 证 明 依赖 于 某 些 简单 
的 关于 积分 的 计算 ，BO 的 核 当 w>y 时 由 | Mæ, 2) NG, yds 


给 出 ( 当 zw<y 时 当然 取 值 0)， 断 语 : 如 果 <2, yy ED), 这 个 积 
SAB. WH. MR y<z<e, 则 0<z 一 yz 一 y<6, MUNG, 
y) =0, 更 一 般 地 有 《可 同样 证 明 )， 如 果 B 和 0O 是 Volterra 算 
子 { 不 一 定 是 上 面 所 构造 的 那 两 个 )， 又 如 果 C 的 核 在 DC6) ER 
值 0, 则 BC 的 被 在 D(6) 上 取 值 0。 其 次 , 4e>y 时 0B 的 核 由 


人 Cs DMG, y)de Hah. WEB. MR <e, y EDO), 这 个 积分 


为 零 ， 的 确 ; MR yss, M O0<a2—2<a—y<5, FFL N (a, z)= 
0 更 一 般 地 有 (可 同样 证 明 ): 如 果 BB 和 0 是 Volterra 算 子 , 又 
如 果 C KE DS) ERIE OO, WCB RH DS) ERO, W 
括 地 说 ,对 每 一 正 数 5, HK HE DOS) LRH OW ETA Volterra # 
TER Volterra 算 子 全 体 的 代数 的 一 个 两 侧 理想 . 最 后 ， 当 o> 
y 时 O? 的 核 由 | NC, NG, yds SH, BIE, 如 果 人 E 
了 (28)， 这 个 积分 为 零 ， 的 确 , 如 果 0 和 xz 一 % 委 28, 则 对 一 切 2， 非 
@—2<6, Dzy <Ò, PLA MAR N (æ, 2) =0, WA NG, y) =0, 更 一 
般 地 有 (可 同样 证 明 )， 如 果 C1 和 Cy JE Volterra 算 子 ,它们 的 核 
Ha D1) M DO) EHUB 0, WW C10s RE Dt) LIK 
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值 0 这 三 个 代数 关系 (BC,CB F 0402) 蕴涵 所 需要 的 结论 
BETA BREE? C 所 成 的 集 并 着 手 把 它们 乘 起 来 ， 每 用 
一 次 因子 0, 核 在 其 上 取 值 0 的 那个 带 状 区 域 就 增 宽 5; 当 用 因子 
BB 时 ,该 带 状 区 域 至 少 不 会 缩小 ， 结 论 ; Rb HRA > RN 
整数 , 则 一 当 有 大 个 因子 等 于 C 后 ,该 乘积 就 等 于 0， 引 理 证 完 . 

迄今 所 证 明 的 是 一 个 逼近 引 理 ， 它 说 的 是 ,每 一 个 Volterra 
ATW GREE? W Volterra CT IEE, 象 前 文 所 期 望 
的 那样 , 从 这 个 有 逼近 引 理 可 以 推出 ; 对 每 一 正 数 。， 当 郊 充 分 大 时 ， 
Ask AM <e 成 立 ， 要 证 明 它 , 可 应 用 逼近 引 理 , 但 为 方便 计 ， 
以 s/2 RAR, 由 于 A" 一 (B+0)"， HMM n> k (这 就 是 逼近 
引 理 记 指出 的 人, 则 


eis S (NEY tor. 
理由 :二 项 式 定理 所 提供 其 它 各 项 有 大 个 或 更 多 的 因子 等 于 C， 
所 以 ( 据 (3)) 它 们 都 等 于 0， 现 在 如 果 0<i<k 一 1, 则 (根据 一 个 
实际 是 太 宽 余 的 估计 ) 
(2) 


所 以 [rE env 100). 
这 不 等 式 右 边 第 二 .三 两 个 因子 当 mn 变 大 时 趋向 于 1, 选择 ww 足够 
大 使 它们 的 积 的 值 小 于 2, 证 明 便 告 完 成 . 

#148. |V|=2/7, 

证 ， 直接 去 解答 这 个 问题 似乎 没有 什么 出 路 . 下面 介绍 一 个 
还 算 自 然 的 间接 方法 ; 算出 VV | 并 求 其 平方 根 ， 这 所 以 是 可 行 
的 ,其 理由 是 VV AR YER, 而 且 是 自 华 的 ， 由 此 知 
VV 是 对 角 的 ， 要 求 得 它 的 范 数 ， 有 一 个 明显 的 方法 就 是 去 求 它 
的 最 大 特征 值 (注意 六 *『 是 正 的 ,于 是 它 的 特征 值 都 是 正 的 )， 由 


eve VA @=| Woy 
给 出 ， 易 求 得 诱导 出 及" MOBENI, E 


y go Weer URNA mn a n 
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如 说 是 下 ,由 
K (2, y)—1—max(s, y) -{ WE O<y<cxl, 
1 一 y， WMR O<e<yX<i, 
给 出 ， 由 此 推 知 对 几乎 每 一 个 四 4 FELO, 时 ,有 
让 四 -| fdu- | fay -| of ey. 
SPLATT WL BORE I FL ROK EVV KNEE ME 
VVFS, 微分 (两 次 ,以 消去 所 有 积分 )， 并 解 记得 微分 方程 。 在 
完成 这 些 步骤 时 , 没有 什么 概念 性 的 困难 。 其 结果 是 , WR k= 
0， 1, 2, …, 有 
Osla) = sae" (eth) 2 4 eta (b+) ey 
ME Cu 形成 L? 的 一 个 就 范 正 交 基 ， 且 每 一 0; 是"V 的 一 个 特 
征 矢 ,对 应 于 特征 值 1/(k+ 训 ) ?这 些 特征 什 中 的 最 大 者 是 
k=0 的 那 一 个 
上 面 的 纲要 指明 可 以 怎样 去 发 现 特征 值 和 特征 矢 ， 如 果 所 要 
求 的 只 是 问题 (| 六 | 等 于 多 少 ?) 的 管 案 , 那 只 须 验 证 诸 0% 是 VV 
的 特征 矢 ， 各 对 应 于 如 上 所 述 的 特征 值 ， 且 诸 0 形成 的 一 个 
就 范 正 交 基 , REBT. 第 一 步 是 常规 的 计算 ， 还 需要 第 二 步 以 
保证 VOV 没有 别 的 比 对 应 于 诸 On 的 任 一 特征 值 更 大 前 特征 值 ， 
证 明 诸 Ow 形成 一 个 基 可 用 下 面 的 方法 ， 对 于 IT? 中 的 各 个 
fiz 
Uf) (©) = elf e+ faye), 


易于 验证 U 是 一 个 西 算 子 。 如果 enl) =P, n=0, +1, £2, 
…, 则 对 于 % 一 0, 1, 2, <, A Veg = Con, Mf n= l, —2, 一 8 +, 
A Uem 0 ena. 

解 149. A(Vo) ={0}, [Fo] =4/x, 

证 ， 关 于 产 o 的 最 有 启发 性 的 评注 是 它 的 值 域 包含 于 工 ( 一 二 
士 蕊 中 的 奇 函 数 全 体 的 集中 (请 记 起 f 是 偶 的 ， 如 果 ftw) 一 了 (一 
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v); 而 了 是 奇 的 , 如果 S) = 一 A( 一 2)). (由 第 一 评注 所 启示 的 ) 
第 二 个 最 有 启发 性 的 评注 是 , 如 果 了 是 奇 的 ， 则 站 of 一 0。 这 两 个 
评注 蕴涵 六。 是 指数 2 的 知 零 算 子 ,从 而 Vo 的 谱 仅 由 0 组 成 ， 

求 出 Vo 的 范 数 的 一 种 尝试 是 把 (一 4, 十 DD 与 了 (0, 1) 
OL (0, 41) 等同 起 来 , 确定 Vo 的 (与 这 个 等 同 映射 相应 ) 的 2x2 
算 子 矩阵, 并 希望 该 矩阵 的 诸 元 素 足 够 简单 、 熟 悉 , 使 范 数 的 计算 
可 以 完成 ,把 也 (一 1， +1) SAT LO, DOLO 了 的 一 个 自 
然 的 方法 是 把 了 映射 到 <g, b>, 此 处 go) =f a) E Rl) =f(—2) 
当 zE (0, 1)。 这 当然 不 错 ,但 它 不 是 我 们 该 采用 的 最 好 方法 . 另 
=f (1, 十 1) 到 了 (0, DOLO, 1) 上 的 等 同 映射 与 我 们 当 
前 的 目的 关联 更 紧 ; 它 就 是 把 /映射 成 <g, h>, Eh, 4 wE (0, 1) 
it, 


ge) =F @)-f(-2)) A ROEE), 


道 映射 把 <g, A RERS, 这 里 , 当 ee (0, DH, 
fa) =h) +ga) H fe) =h) ga. 


由 于 Vof@)=2) 5 S@+s(-w ay, 


得 知 如 果 2zE CO, 1), Wy 

Vof) (a) =2Vh)@) BH Wof)(-2) =-2Vh) (æ). 
结论 可 以 表示 成 下 式 

Vocg, h> =<2V h, 0>. 
从 这 个 表示 式 可 以 读 出 Vo 的 矩阵 来 ; 它 就 是 
Oo 0 
lav o) 

这 再 次 证 明 V5=0, 它 还 证 明了 [Vol =2i i. 

#2150. £V £ Voter 积分 算 子 ， 又 如 果 4= (十 
V)*, a ACA) = {iho |Al=1, 

证 。 这 例子 是 简单 的 ， 但 它 属于 非 赁 灵感 也 得 有 经 验 才 能 提 
出 的 那 一 类 (例子 ), EAU PERE. ATER, 
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可 先 辐 忆 AV) = 0 (参看 问题 146 和 74); 由 此 得 知 AGT) 
= 寻 } ,因此 1+ 是 可 逆 的 , 从 而 4 的 定义 有 意义 ， 由 于 AC1+ 
V) = {1}, 得 知 A A=. HF r(4=1, g jal Ws 
有 4 关 1， 这 证 明了 除 一 个 性 质 以 外 (我 们 所 希望 ) 的 其 它 性 质 ; 除 
不 等 式 |4|<1 外 一 切 都 是 显然 的 ， 

要 证 明 对 一 切 f A |4H 和 trFl， 即 4 上 有 界 且 以 1 为 上 界 ， 
有 一 种 证 法 是 去 证 明 A* FRABUIATR. 由 于 

|A“fP=|A+V) fF P= GNF, FAVS) 
一 | FPT PATT, PIV, 

RAER AVS, DAF ARREER). 这 是 真 的 而 
且 是 已 知 的 , RFU +V* 事实 上 是 到 常 值 函 数 的 (一 维 ) 空 间 上 的 
投影 (参看 问题 148)， 

解 151. 令 {an} 表示 权 数 序列 , 于 是 m0 这 01 这 0a 之 …, an 关 0 


且 总 成 <o0; BF AMEE, Ao-0 BM n>0 BY, Aen 


Anini, 

在 所 给 的 希 耳 伯 特 空间 H 中 ， 每 一 非 0 矢 量 了 有 一 个 “次 
数 "， 即 是 使 富里 叶 系 数 (f, en) 非 零 的 最 大 下 标 MCR ceo， 如 果 不 
存在 最 天 的 下 标 ). 假设 EM 且 deg f (7 MKB) =n, # 
JAURES, o, AT RETA: KRETA a 的 非 零 性 蕴涵 
deg Af=n—i,i=0, n, FAF EM i 一 0,…, n, BAILS, 
…，4" 了 的 张 成 空间 是 Ma, 从 而 McM, 

M 中 非 零 矢量 的 次 数 或 有 界 或 非 有 界 。 如 果 它 们 有 界 且 其 
最 大 值 是 %, 则 MCM,, WR RA M=M,, APE 
指明 , 如 果 M 是 在 4 下 不 变 的 子 空 间 且 M 中 非 零 矢量 的 次 数 非 
BF, WM-H, MRM 含有 具有 任意 大 的 有 限 次 数 的 矢量 ， 则 
EME, 有 无 穷 多 个 几 使 McM, WifM=H, 现在 只 人 须 再 考 
We AMA GL, ADM 含有 一 个 次 数 无 穷 的 矢量 . 

考虑 下 述 引 理 ， 如 果 M 是 在 4 下 不 变 的 子 空间 , 又 三 含有 
一 个 次 数 无 穷 的 矢量 , 则 玛 含有 eo, WE, 这 引 理 蕴涵 定理 ，。 要 
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证 明 这 一 点 ， 只 须 证 明 对 一 切 友 有 McM 就 够 了 ， 证 明 的 思想 
是 把 基 的 开头 儿 项 略 去 不 发 生 什么 影响 .用 准确 的 语言 表达 就 是 
说 ,证明 是 对 五 施 行 归纳 法 ， 归 纳 法 的 第 一 步骤 就 是 该 引 理 本 身 , 
现在 假设 McM, 令 Pi 表示 到 Mi 上 的 投影 , 并 令 A, 表示 ME 
上 的 算 子 ,其 定义 为 ; 对 Mi 中 的 每 一 ,有 4xf Pe4f， 归纳 假 
设 蓝 涵 对 一 切 FEM 有 PsfEM, 从 而 MNM EA FRE. 由 
于 Ay 是 Mt 上 一 个 (关于 就 范 正 交 基 {e 6x44,…} 的 ) 加 权 移 位 
的 伴随 算 子 , 它 正好 满足 4 在 瑟 上 所 满足 的 同样 条 件 , 又 由 于 H 
中 次 数 无 穷 的 矢量 在 Py THAEME pH (ETEen en oh) 
也 具有 无 穷 次 数 , 引 理 可 以 应 用 ， 结论 是 , MAME 含有 ex( 因 此 
特别 有 上 EM， 由 此 得 MazCM)， 而 从 引 理 到 定理 的 推导 已 告 完 
成 . 

现在 转 而 证 明 引 理 。 SEM Hdeg f=oo, mE f- 


> Ei, 则 
i= 


A"*f = > Éi" Ainin, 

WE n tE En FO, 刚 
1 _. 
Enana "Oo 


现在 只 须 证 明 , 对 每 一 正 数 s, 可 以 选择 整数 % 以 使 上 ,| 二 sa. 为 
We, FE Me eh te 


A"f =€ +f 


ba 9 
D ai < e200, 
tok 


SIRE n, 使 得 2 之 & 且 使 

[En] =max{|é.]:4>h}, 
REREH nE éo, HE i>r, WE /e.)<1, 还 可 以 看 到 如 
F inti, ny O49 Oni '*, Uin S “单调 性 就 在 这 里 用 到 )， 
结论 ， 
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Er 


lial? = 


‘(Settee 1 hy a 
Ch-1 “i ) 


A -A < 


第 十 六 章 次 正规 算 子 


解 152. 修改 Fuglede 定理 的 每 一 个 已 知 的 证 明 , 都 可 用 以 
推出 这 个 推广 了 的 结论 ， MARTER 还 有 一 个 可 供 选 择 的 简 
洁 证 法 , 它 可 以 从 一 个 正规 算 子 的 命题 导出 两 个 正规 算 子 的 命题 . 


id 
a-(* n) 而 b- 0 P) 
No A “\o of 


算 子 全 是 正规 的 ， 通 过 直 捷 的 验算 可 证 至 与 它 可 交换 ，Tuglede 
定理 蕴涵 Baty A 可 交换 ， 而 ( 按 两 种 次 序 将 矩阵 A 与 B ae 
并 比较 积 的 对 应 元 素 ) 这 又 蕴涵 所 希望 的 结论 ， 

问题 的 系 需 要 稍 多 一 些 的 论证 ， 如 果 BAM, 且 UP 是 它 的 
RAR, WU RAAT, MP 自然 恒 是 B*B 的 正平 方 根 。 如 时 
Az 和 如 是 正规 算 子 且 4B = BAs, W 

As(B*B) = (A,B") B= (B* 4) B= B'(AB) 
= B*(BA,) = (B’B) As, 
因此 AP? = P? As; 
ett SEAR AsP = PA 
(与 解 108 比较 )， 由 于 410P( 据 假设 )=0UPA4( 据 刚才 证 明 的 结 
果 ) =U AP, 得 知 AU =U Aa, 系 证 完 . 

在 Rosenblumi1958] 中 有 一 个 惊人 地 漂亮 而 简单 的 Putnam- 
Fuglede 定理 的 证 明 ， 原 来 的 证 明 见 于 Fuglede[1950]; 它 的 一 个 
变异 见于 Halmos[1951, § 41]a¢ Halmos[1963b], 两 算 子 的 推广 
首先 见于 Putnam[1951b]。 从 Fuglede 到 Putnam 定理 的 巧妙 


SE 
ae En 
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的 矩阵 推导 属于 Berberian [1959] . 
f 153. 如 果 zo 了 =f， 则 {2:f(z) 关 0}cCg (D), 所 以 


A A Lf/tdu= fl 


RZ, mI AnA AFIS] XM, = {e:|9@) >rt, 
则 


ad f, ols ldu, 


除非 了 在 M, 上 取 值 0， 上 式 中 最 右边 的 积分 将 随 着 nn 趋 于 无 穷 
大 ， 结 论 ， 对 每 一 个 mw 了 在 了 ,上 取 值 0， 所 以 {orf @ #0}C 
p™ (D). 

解 154. 从 以 下 的 考察 开始 较为 方便 ， 如 果 4 是 拟 正规 的 ， 
ii] ker A 约 化 4. 理由 ; 对 每 一 个 算 子 4 A, ker Aker A*A; 由 
于 拟 正 规 性 蕴涵 A 与 4"4 可 交换 , 得 知 kor A'A 在 AFRE, 

考虑 到 前 段 的 结果 ， 可 知 每 一 个 拟 正规 算 子 是 0 和 一 个 具有 
平凡 核 的 算 子 的 直接 和 .。 由 于 两 直 和 加 项 可 以 分 开 处 理 ， 无损 于 
普遍 性 , 可 以 首先 假定 ker 4= {0}， 在 这 种 情况 下 ,如 果 UP 是 
4 的 极 分 解 , 则 可 是 一 个 等 距 算 子 ， 且 ( 据 问题 108)UP=PDU 而 
U'P=PU', US Ram, mE E RRB, 则 (1 一 
EU =U*(1-E)=0, FRARBRKKA, 可 以 用 显 式 构造 一 
个 4 的 正视 扩张 以 证 明 4 是 次 正规 的 ， 如 果 A HE HE, MN 
可 以 构造 一 个 作用 于 HOH 上 的 正规 扩张 Be H 等 同 于 HO 
{0}, | H & HOH 的 子 空间 )，H@H 上 的 算 子 由 一 个 2x2 逢 
阵 给 出 , 该 矩阵 的 元 素 是 耳 上 的 算 子 .特别 有 , 如 果 ， 

U i—E P 0 
r-(。 U" ) H e-o p) 
UV 是 西 算 子 ,Q REBT, V 与 @ 可 交换 ,所 以 
Be (0? ape) 
0 U*P 

是 4 的 正规 扩张 ， 
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f 155. 今 Ma 表示 形 如 D Bi], 的 有 限 和 和 全体 的 集 ， 这 


里 ， LEH 对 一 切 j(=9, 1, 2, see) AM. 集 M: 是 一 个 线性 流 
形 :由 于 Bao Bits) =} BY (Baf) H Bie Bri) =D ij 


所 以 Mi 的 闭 包 约 化 B, 由 于 HRS de MA, B 的 极 
MEANE K =M., AI in DBP, GR BWA fs eH 中 ) 


的 有 限 和 全 体 的 集 M 当然 也 在 KEK 中 稠密 . 
尝试 置 OCS BIF) 一 之 Bef, 以 完成 证 明 是 有 吸引 力 的 . 


. 这 是 行 得 通 的 , 但 要 小 心 一 些 ， 首先 ， 这 个 方程 果真 定义 了 什么 
(AF), 就 是 说 , 如 果 DBÈ Bg (fi 和 gy BY H), 是 


TUMRA DBD Big 等 价 地 说 ( 相 减 ); M D Bf =0, 
是 否 必然 有 SBE 02 答案 是 “对 ”; 理由 包含 于 下 列 计算 中 ， 
[SBI (3 Bif, BBN 
“TUB, BI) -BHA Ah). 


这 个 计算 的 成 就 远 不 止 证 明了 U 已 经 无 疑义 地 得 到 定义 ; CRA 
WU EAO Mi 到 M 上 的 ) 等 距 变 换 ,而 因此 有 唯一 的 等 
距 扩 张 ， 它 把 K 映射 到 及， 上， 以 及 TU 是 耳 上 的 恒 等 算 子 ， 
UBi= BaU 的 证 明 也 是 一 个 计算 ， 只 须 验 证 在 Ma E UB 与 BaU 
ERM T, 而 下 列 算式 草 涵 了 这 一 点 ， 

UB, (2 BY fi) “UC BY Bi fy) => By Af; 


一 之 BY Bof ;= Ba 之 By f= BUS Br fn. 


解 156. 存在 着 两 个 相似 而 不 枉 等 价 的 次 正规 算 子 ， 

证 .考虑 由 单位 圆 及 其 圆心 组 成 的 测度 空间 ， 定 义 测 度 ” 使 
在 圆 上 成 为 规范 化 的 勤 贝 格 测度 而 在 圆心 则 是 一 个 单位 质量 ， 念 
了 表示 (vw) 上 的 位 置 算 子 ( 即 (BF) (z) =zfG))， 并 令 4 表示 它 
在 多 项 式 全 体 的 闭 包 BOW) LARA. BA, B 是 正规 的 而 4 是 
次 正规 的 。 
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H?(w) 有 一 个 就 范 正 交 基 由 函数 em=1，2, 8,…) 以 及 函数 
eo 组 成 ,en H en(2) =2" EM, W eo 由 eol) =1/ V2 定义。 4 在 这 
个 基 上 的 作用 容易 描述 , 4eo= (LNW2)e 而 4e 一 sosi X n=], 
2，38，… 成 立 . 换 句 话说 , 4 是 一 个 单 侧 加 权 移 位 ,具有 权 数 序列 
{1//2,1, 1,1, …]、 从 问题 76 得 知 (但 直接 验证 也 一 样 地 容 
易 ) 4 相似 于 通常 不 加 权 的 单 侧 移 位 U， EAU m A 不 西 等 价 
的 方法 有 几 种 ， 其 中 的 一 法 是 回忆 起 两 个 单 侧 加 权 移 位 西 等 价 必 
须 它 们 的 对 应 的 权 数 有 相等 的 模 ( 参 看 问题 76); 可 是 最 简单 的 方 
HETE U 是 一 个 等 距 算 子 而 4 则 不 是 ， 

值得 注意 的 是 ,B 是 A 的 极 小 正规 扩张 (参看 问题 155), 这 不 
是 一 目 了 然 的 ,但 很 容易 证 明 ， 由 此 又 可 推 知 品 与 4 不 是 西 等 价 
的 ， 理 由 ;它们 的 极 小 正规 扩张 不 西 等 价 ， 

AAT D. E. Sarason, 

e157. 待 证 的 是 , WR A EAE BAAR YY) J 
AA 也 不 可 道 . 据 简 单 的 几何 学 CR) A PT A eS 
否 命 题 ), 该 断 语 约 化 成 , 如 果 ABB, 则 也是， 所 以 假设 
4 是 可 逆 的 ; 无 损 于 普遍 性 ， 可 规范 化 使 14- 直 = 二 4 8 表示 开 
KAO, 了 ) 中 随意 取 的 一 数 , 以 下 固定 下 来 ,并 记 HH {f: [BS |< 
e"|f|,n=—1, 2, 3,…}。 如 果 瑟 和 是 4 和 B 的 定义 域 , 又 
EZ 而 gEH, 则 

If, DI=| (Ff, AA™g)l =| Cf, BA 9) | 
=| (BF, Ag) | <I BY] 47g] 
=| BF] Agis sg] 

对 一 切 % 成 立 , 从 而 有 ,，(f, N=. RAB, ELH 且 因 此 
Hc’, 由 于 《问题 153) 十 是 B 的 一 个 约 化 子 空间 , 得 知 E+= 
K, Hit E= {0}; 从 此 接着 又 推 知 (参看 问题 153)B ETR. 

解 158. 证 明 依赖 于 4 与 B 的 谱 之 间 的 一 个 不 很 显 易 的 关 
系 式 , 即 谱 包 含 定理 ， 

A(B) CAA), 

也 依赖 于 一 个 关于 谱 的 包含 的 显 易 的 事实 ， 
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(A)CHB). 

对 于 任意 -一 对 算 子 二 和 B, 只 要 它们 的 谱 和 近似 点 谱 之 间 有 上 述 
的 关系 ,结论 都 能 成 立 ; 不 需要 次 正规 和 正规 算 子 的 更 深 或 更 特殊 
的 性 质 . 

考虑 集合 -4- AA) 和 个 =4n4(4)， 由 于 4 是 开 的 而 
4(4) 是 闭 的 ,所 以 集 个 是 开 的 ， 断 语 ，4! 也 是 开 的 .为 了 证 明 
此 理 , 考虑 4 中 任意 点 .由 于 和 E4 而 4 是 4(B) 的 一 个 洞 ,点 
和 不 能 属于 ACB). 这 当然 蕴涵 入 不 属于 了 (8B)， 因 而 和 不 属于 
(4)， 从 而 入 不 在 ACA) 的 边界 上 (参看 问题 63)、 可 是 由 于 
E44 而 人 CAC4A), 得 知 入 只 能 位 于 AC4A) 的 内 部 ,这 个 论证 证 
HT A 事实 上 是 4 与 4(4) 的 内 部 的 交 , 而 因此 推 知 , 如 所 断言 ， 
A 是 开 的 ， 

由 于 4 是 不 相交 开 集 个 和 4 的 并 ，4 的 连通 性 蕴涵 它们 中 
必 有 一 个 是 空 集 ， 

这 个 结果 属于 Bram [1955]; I 反 [1958] 中 有 一 个 推广 。 上面 
的 简单 证 明 属 于 总. K. Parrott, 

解 159. 在 正规 算 子 孔 作 用 下 不 变 的 有 限 维 子 空间 必 约 化 
B, 

W. 由 于 在 有 限 维 空 间 上 每 一 个 算 子 有 特征 值 ， 只 须 证 明 B 
的 得 一 个 一 维 不 变 子 空间 约 化 B 就 够 了 ， 这 是 容易 证 明 的 ， 事 
实 上 ,B 的 每 一 个 特征 矢 也 是 B* 的 特征 矢 (如 果 Bf = 和 f， 则 据 正 

O=|(B-A) fl =| (BF). 

R. 在 有 限 维 子 室 间 上 每 一 个 次 正规 算 子 是 正规 的 。 

证 ， 正 规 算 子 在 它 的 约 化 子 空间 上 的 限制 是 正规 的 . 

由 如 上 证 明了 的 结果 得 知 问题 159 的 答案 是 “ 否 ”。 理由 ; 如 
果 吧 是 4 到 及 上 的 正规 扩张 ， 则 KOM 在 正规 算 子 B’ 下 不 
变 ,所 以 , 如 果 dim(K NH") Aa, WHA B. APEZ 
假定 4 EER, 这 是 不 可 能 的 ， 

解 160. 困难 在 于 要 证 明 某 些 对 象 不 是 次 正规 的 ， 由 于 次 
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正规 算 子 的 定义 要 求 某 些 对 象 的 存在 性 ， 因 此 现在 需要 的 是 一 个 
不 存在 性 定理 .证 明 这 一 类 定理 的 最 好 方法 (唯一 的 方法 ?) 是 先 
假定 存在 性 , 从 它 引 导出 一 个 可 用 的 “构造 性 ”的 必要 条 件 ( 磁 巧 的 
话 , 它 将 同时 是 充分 的 ), 并 探究 有 什么 与 该 条 件 抵触 的 ， 

WR GEK ER) EEH KAA 的 正规 扩张 , 又 fo, …， 
fade BPR RE, M | 之 2 由 >0， 这 个 显 易 的 事实 可 以 按 一 


种 非 显 易 的 方式 重新 写 出 如 下 ， 
0< FB”, DPF) -PDB"f, B'f) 
一 了 之 (BBY D fo -之 EB” BSF (AA B 是 正规 的 ) 
-> (Bf, B'f;) => DAT p Afi), 
KE fy PORE REE, fo MERE 
DEM, AEE, 


DEH, BRER <A, Af) 是 正定 的 . 这 是 次 正规 性 要 
求 的 一 个 “构造 性 ”的 内 在 的 必要 条 件 ;我 们 要 利用 它 来 展示 一 
个 亚 正规 而 非 次 正规 的 算 子 。 可 是 首先 给 出 下 面 的 评论 是 适宜 
的 , 这 就 是 说 ,这 个 条 件 对 于 次 正规 性 不 仅 必要 还 是 充分 的 精确 
地 说 ， 如 果 对 矢量 的 每 个 有 限 集 fo oy Jn RRR CCA, 
AS) BERR, 则 算 子 4 是 次 正规 的 。 证 明 相 当 宛 长 ; 这 事实 
在 后 文中 也 没有 用 到 。 

我 们 所 希望 的 反例 可 以 从 加 权 移 位 中 找到 。 带 权 数 (a, oz， 
om 的 加 权 移 位 8 怎样 才 会 成 为 亚 正规 的 ?由 于 SS ASS 都 
是 对 角 算 子 ,通过 诸 “可 以 得 到 一 个 简易 的 答案 . SS 的 对 角 线 是 
{lao]?, lasl”, [ao|?, =}, 而 SS" 的 对 角 线 是 {0，|ool2 [o], 
laal”, e}; 由 此 得 知 S 是 亚 正规 的 当 且 仅 当 序列 {|asl} 单调 增 
加 . 

有 这 么 多 信息 可 资 利用 , 沿 着 这 些 路 线 构造 反例 (只 要 这 是 可 
能 的 ) 该 是 容易 的 了 ， 有 限量 的 试验 可 能 就 会 引出 带 权 数 fa， 8, 
1,1, 1, =} 的 加 权 移 位 请 来 ,这 里 , 0<a<B<1， 前 段 的 结果 至 
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涵 六 是 亚 正规 的 ,为 了 证 明 8 不 是 次 正规 的 ， 可 检查 矩阵 《4 en， 
Se), 这 里 的 {e0, €1, ea, …} 是 8 所 移动 的 就 范 正 交 共 , 而 4 和 
了 取 值 0, 1, 2. 这 人 矩阵 明显 地 表示 出 来 就 是 


1 a «ofp 
[ 2 ) 
ab B 1 


它 的 行列 式 是 A- eN, 是 负 的 ， 

这 一 类 例子 J. G. Stampfli 曾经 研究 过 ， 

解 161.“ 当 ”的 部 分 ， 对 正规 的 部 分 等 距 算 子 说 是 显而易见 
的 , 对 次 正规 的 说 ,是 问题 118 的 一 个 推论 . 〈 关 键 在 于 典型 的 非 
酉 等 距 算 子 , 即 单 侧 移 位 是 次 正规 的 ,) 为 了 证 明 “ 只 当 ”, 可 假设 U 
是 一 个 部 分 等 距 算 子 ,因此 UU 是 在 始 空 间 ( 核 的 正 交 补 ) 上 的 投 
y, m UU 是 在 终 空 间 ( 值 域 ) 上 的 投影 ， MRO 是 次 正规 的 , 则 
它 是 亚 正规 的 ， 从 而 始 空间 包含 值 域 . 这 蕴涵 始 空 间 在 7 下 不 
变 ， 因 而 它 约 化 U; BR, U 在 始 空间 上 的 限制 是 一 个 等 距 算 子 ， 
如 果 可 还 是 一 个 正规 算 子 , 则 始 空间 等 于 其 值 域 , BU 在 始 空 
间 上 的 限制 是 一 个 西 算 子 ， 

(作为 上 面 的 证 明 的 一 个 推论 ) 注 意 到 下 述 事 实 是 有 趣 的 ， 即 
一 个 部 分 等 距 算 子 是 次 正规 的 当 且 只 当 它 是 亚 正规 的 , 

#8162. n= 时, 等 式 是 显而易见 的 ; 以 下 用 数学 归纳 法 论 
证 ， 由 于 

JAF = (Af, AF) = (AAF, APP) 
<S JEA AEFI Ars] LAr 
<param [FP 
对 每 一 个 矢量 了 成 立 , 得 知 
[Ar < Ae] Ary, 
考虑 到 归纳 假设 ( 当 1<k<n 时 有 |4 四 =141”), 这 可 以 改写 成 
AJPAS, 

由 此 得 知 jaj aA], 
由 于 反 向 不 等 式 普 遍 成 立 , 归纳 步骤 已 告 完成 . 
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BBR, Ando[1963], Stampfli [1962], 上 述 证 明 是 就 
Stampfli 的 简单 证 明 再 稍 加 简化 ， 
解 163， 假设 4 是 亚 正 规 的 。 我 们 的 计划 是 先 证 明 A 的 特 
征 矢 全 体 的 张 成 空间 约 化 A 暂时 还 没 用 到 紧 性 。 紧 性 出 现 后 这 
个 张 成 空间 的 正 交 补 变 得 易 处 理 了 ; 应 用 问题 162 即 得 到 结论 ， 
O 对 每 一 复数 %, 有 
{fir Af af} {fir Af =N Ff}, 
理由 是 ,4 一 和 ,正和 同 4 一样, 也 是 亚 正 规 的 ,而 且 , 根 据 一 个 不 必 涉 
及 亚 正规 性 的 一 般 原理 , 知 (4" 一 入 )f=0 的 一 个 充 要 条 件 是 
(A~A) (A*A =0. 
(2) WH- BRA, 子 空间 {f:4f 一 和 \f} Ate A, 的 确 : 在 4 
下 不 变 是 显而易见 的 ,而 在 A” 下 不 变 从 ( 力 即 知 ， 
(3) 4R Aa Aa, DY 
{fr Af=Af} LSAS =f}. 
一 个 直 捷 而 常用 的 论证 ， 如 果 A = fa H. Afo dafe, R 
alfa fa) = (Afs, fo) = (fi, Afa) =al fs, fa). 
(4) A 的 特征 矢 全 体 的 张 成 空间 约 化 4 且 4 在 这 个 张 成 空 
间 上 的 限制 是 正规 的 . 证 明 . 应 用 (2) 并 且 注 意 到 , 据 (8)[ 注 ,4 在 
每 个 特征 子 空间 上 的 限制 是 正规 的 (事实 上 它 等 于 一 个 信和 乘 算 
T). - 
(5) 现在 假定 4 是 紧 的 ,并 考虑 4 在 特征 矢 全 体 的 张 成 空间 
的 正 交 补 上 的 限制 ， 所 得 算 子 仍 是 亚 正 规 的 ( 据 ( 少 的 关于 约 化 的 
断 语 ) 且 仍 是 紧 的 ， 由 于 这 个 紧 算 子 的 点 谱 是 空 集 , 它 是 拟 暴 零 的 
(问题 140); 应 用 问题 162 就 能 推 得 它 必须 是 零 算 子 。 如 果 这 个 
算 子 作用 其 上 的 这 个 正 交 补 不 是 {0}, 就 必然 发 生 矛 慎 ， 它 的 非 零 
矢量 既 必 须 是 又 不 可 能 是 对 应 于 特征 值 0 的 特征 矢 . 
解 164. 令 V 表示 一 个 希 耳 伯 特 空间 且 瑟 表示 以 整数 全 体 
( 正 、 负 或 0) 为 下 标 集 的 可 数 多 个 V 的 蕴 本 的 直接 和 和。 明显 表示 
[ 注 ] “ 独 (3) ?下面 的 一 句 话 ， 其 实 普遍 成 立 ， 因 此 此 处 如 改 为 "应 用 外， 多 并 
上 注意 到 AEO”, UR, —— REE. 
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IH. EEDA SU full <oo 的 V 中 的 矢量 的 序列 


far, fy (fo), Jis -> 
全 体 的 集 ; 了 和 9 ABR, 9 一 之 (fa ER. 如 果 {9，: 


n=0, +1, …】} 是 一 个 使 得 范 数 序列 Sah AF V 1 
ene renee Safe 定义 一 个 于 上 的 算 子 S， 如 果 
W ERW) nfa 定义 的 移 位 , WW 是 瓦 上 的 一 个 算 子 ， 伴 
随 算 子 容易 算出 : SPo=Sifa-Safs AWS BATE, BR 
EEEN), EW Dafa Blt W 可 道 , 且 事 实 上 是 西 算 子 ). 

如 果 4=WS， 则 Af) Snia 由 于 4"=SW*， 得 知 
(AS) Safa. 这 些 关系 斑 洱 (44 有 ,=Sifs BAA P= 
53-1fa， 从 而 4 是 亚 正规 的 当 且 仅 当 序列 {S 是 增加 的 。 另 一 
Fi A, (A°f)n=SnSnofno H CA 有 4 Saaana He A 
(APAPS) n =E Si Sahn LA AY) n= Sd ata, At A? FE 
亚 正规 的 当 且 只 当 S,-18h-28n-1<S8,07 4280 对 一 切 吨 成立 ， 

剩 下 的 工作 是 去 选择 V AAS, 使 得 4 是 亚 正规 的 而 A? 不 
是 ， 构 造 方法 建 基于 存在 着 正 算 子 OC 和 嘱 使 得 C<D 是 真 的 但 
CSD WEAR. Bin, 设 V 是 二 维 的 , 因此 V 上 的 算 子 可 
以 与 二 乘 二 矩阵 等 同 起 来 ; 又 如 果 


1 
则 D-c-|1 1 )>0, 


但 Dor ( 8 ai- 中 
3 2 0 0 


它 有 一 个 负 的 行列 式 .如果 这 样 定义 Sa 4n<0 nt, 5, BO 的 正 
平方 根 ( 它 等 于 OO), 而 n>0 R, Sa 2 DK PAR, 则 对 一 切 % 
ASS Si, 因此 4 是 亚 正 规 的 , 但是, n=, 则 8,182.94 
=O? W SSS D, AE A 不 是 亚 正规 的 . 

解 165， RURIK, PAET, 0 =P UP, 
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4=DP, 则 C 是 一 个 压缩 算 子 的 充 要 条 件 是 凡是 亚 正 规 的 。 
证 .在 所 作假 定 下 , 下 列 诸 断 语 是 相互 等 价 的， 
oc*<i, 
P3U PU*P <1, 
UP*U*<P?, 
(UP) (UP)*<(UP)"(UP), 
AA*<A*A, 

问题 165 中 亡 表 达 的 问题 的 解答 ， 现 在 相对 地 说 ， 是 容易 的 
T. WEW BEATS BMH, 且 C=S WS, 则 可 以 考虑 及 
HRV P, 并 注意 到 O=POUP, 这 里 的 U(=V WW) BA 
ATH PREH. 推论 : 只 须 考虑 西 算 子 在 正 算 子 下 的 变换 就 够 
了 ,对 这 些 变换 说 , 可 以 适用 刚才 证 明了 的 陈述 ， 

其 次 试 考察 ,在 上 面 列举 的 五 个 关系 式 中 , 如果 “<” 各 以 “一 ” 
代替 ,所 得 关系 式 仍 旧 是 相互 等 价 的 ， 推论 1, 在 有 限 维 空间 上 ， 
与 酉 算 子 相似 的 压缩 算 子 必 是 西 算 子 ， 理 由 :在 有 限 维 空间 上 , 每 
一 个 亚 焉 规 算 子 是 正规 的 ， 推 论 2 在 无 穷 维 空间 上 ,与 西 算 子 相 
似 的 压缩 算 子 不 一 定 是 西 算 子 ， 理由: 存在 着 非 正 规 的 可 道 亚 正 
HAT (注意 如 果 4 是 亚 正规 的 ， 则 对 每 一 个 数量 入 4 二 入 是 亚 
正规 的 ). 

上 面 的 论证 属于 R. G. Douglas, 
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解 166. 假设 4 是 希 耳 伯 特 空间 上 的 算 子 ,又 &=(4f, P, 
n=(Ag, 9), f 和 g 都 是 单位 矢 ， 问题 是 要 证 明 联 结 上 和 ?的 线 
毁 上 的 每 一 点 属于 天 (4)， 两 个 初步 的 约 化 将 使 证 明 化 简 . 

ME E-n 问题 是 显 易 的 。 如果 EAn, 则 存在 复数 < 和 使 
得 只 二 B=1 而 wn 二 6 一 0。， 只 须 证 明 单位 区 间 [0 1j 包含 于 
W (aA+f)(=aW (A) +8) PRET. 理由: 如 果 aldh, hk) +8= 
t, My . 
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alAh, h)+-B=t(aE+B8)+ (Lt lante) 

=at§+(1—-t)7) +8. 

推论 ， 无 损 于 普遍 性 , 可 首先 假定 过 = 工 而 7 一 0. 

记 A=B+iC, B, 0 都 是 自 伴 算 子 。 由 于 A, D (=) 和 
(Ag, 9) (一 中 是 实数 , ACOS, 有 ) 和 (Cg,g) 都 等 于 0。 如 果 把 
了 RBA, Al =1, WAS, Diten amO, DERAS, g). 
推论 ; 无 损 于 普遍 性 , 可 假定 (Of, g) 是 纯 虚 数 ， 

约定 施行 这 些 约 化 之 后 ， 可 置 h( 引 =tf+( 一 Dg, 0<t<1, 
BE: ORTE PRERESI g 线性 无 关 ， 这 是 CAS, 
PAg, 9) 的 一 个 推论 ， 的 确 , 如 果 了 和 9 是 线性 相关 的 , 则 由 
于 它们 是 单位 和 拓 , 任 一 个 可 以 写成 另 一 个 的 倍数 ， APRA 
有 绝对 值 二 将 推出 (4f, J) = CAg, 9). 

由 于 

(Chit), h) =P (OF, PHA (CCF, g) 
+ (Of, g)")+-1)?(Cg, 9), 
RRA (Of, f) = (Cy, 9) 一 0 和 Re(0f, 9) =0 草 涵 对 一 切 二 有 
(Chit), R) 一 0 Kit — H t, (AACE), AG) 是 实数 .这 就 是 
我 们 所 需要 的 一 切 ， 函 数 
t—> (Ah), RIRO? 
FEA BR LSE, 其 在 0 和 工 的 值 分 别 是 0 AL, 
结论 ， 函 数 的 值 域 含 有 单位 区 间 中 的 每 一 数 ， 

这 个 证 明 的 设计 属于 OO. W. R. de Boor, 

解 167. 对 每 一 个 算 子 和 每 一 个 正 整 数 上 -数值 值 域 
WUA, 

证 ， FiB MaN Bb RARARSAAT BA 
MM 到 对 中 的 线性 变换 , TAT NaM beta 
的 意义 下 同时 对 角 化 ， 这 表达 成 断 语 就 是 ; 存在 着 M 的 就 范 正 交 
HE { fi, +, Jo 和 对 的 就 范 正 交 基 {gi1,，…, go HEEE 
数量 a, +, wx 使 得 Tf,=ai94 且 T =o; fi, t=1, +, k, AT 
WHE, SUP ETT 的 极 分 解 , 且 对 角 化 PL 就 是 说 , 求 一 个 
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或 的 就 范 正 交 基 {f1, «+, Jo 并 求 正 的 数量 a, e,o 使 得 Pf,= 
af, MRR? SRR UAB A MSN EWS BAT, 可 以 
换 成 这 样 的 一 个 (由 于 dim M=dim N=); 假定 我 们 已 经 这 样 
WT. 然后 置 %= Dj 5 一 1,…, k， 就 能 获得 如 下 推论 ， 人 所 = 
UPfi=U (af) =agi, A P= PU'g,= Pf=o fs, $=1, e, k, 

这 是 一 个 引 理 , 现在 来 证 明定 理 ， 假设 了 和 是 秩 投 影 ， 
SAR ARK MAN, MET ROP 在 并 上 的 限制 , 则 上 面 的 
引 理 可 以 适用 ， 对 每 一 多 一 二 …', k), S Li 表示 fi 和 g 的 张 成 
ZEL. WE: TZE L 两 两 正 交 ， 的 确 , 假设 2 到 j; HFS LS, 
且 glg ARTE flg (因为 据 对 称 性 ， PIER Js. Lg). 证 
明 是 容易 的 : 

(Fo 9) = (Phi, Q9) = (QPR, gi) = (GH, g). 

所 希望 的 凸 性 的 证 明 己 经 近 在 崩 睫 ， WE OSL, HAS 

H ity Toeplitz-Hausdorff EH k KIE L 中 得 单位 矢量 及 ,使 得 
(Ahi, h =t(Afi, fr) + AE) Am, 9). 
由 于 fha, +, Ax} 是 一 个 就 范 正 交 和 集 ， 到 这 和 集 张 成 的 子 空间 上 的 
te RAR k, H 
t-trPAP+ (1-2) “trQAQ=t- Efa, fo 


十 (i 一 力 ， 之 (Agi, g9) = 之 (Ahi, hy) =trRAR, 


定理 证 毕 ， 
这 个 问题 由 Halmos[1964] 提出 ， 第 一 个 解答 , 它 比 上 面 的 
解答 稍为 复杂 ,属于 OC. A. Berger, 
解 168. 如 果 4 是 一 个 算 子 而 入 是 一 个 复数 ， 使 得 | 和 | 一 
[4 有 入 EW(CA4), 则 名 是 委 的 一 个 特征 值 . 
证 ， 如果 和 %=《4f, Dm Al- W 
JAl=]al = C47, A |S As] If TAL. 
因此 等 号 处 处 成 立 ， 熟 知 的 关于 Schwarz 不 等 式 变 成 等 式 时 的 
事实 获 池 对 某 一 Xxo A Af =S, AREA 
o= Cf, A= Gof, = AF, P=, 
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因此 和 是 4 的 一 个 特征 值 . | 

从 这 个 定理 得 知 , ma Wha HB |%| 一 
141 且 不 是 4 的 特征 值 (特别 是 ， 如 果 A 没有 特征 值 )， 则 和 不 
RT WA), 考虑 到 这 个 评 论 , 不 难 构造 出 数值 值 域 非 闭 的 算 子 
ee 

O 注意 到 每 一 个 算 子 4 的 特征 值 属于 WW (4) (证 明 ， 如 果 
Af=af W I=L CS, f) =A). 如果 和 4 是 正规 的 , 则 14| = 
sup{|A|:ACW (A)}, 因此 恒 存在 一 个 EWWC4) 使 得 a = LA], 
由 此 得 知 如 果 一 个 正规 算 子 的 特征 值 充分 多 ， 可 以 任意 接近 它 的 
范 数 ,但 没有 一 个 特征 值 的 模 大 到 等 于 范 数 , 则 它 的 数值 值 域 将 不 
是 闭 的 ， 具 体 的 例 ， 这 样 的 对 角 算 子 , 其 对 角 项 的 模 不 能 到 达 其 
上 确 界 ， 沿 若 稍 为 不 同 的 方向 的 另 一 个 例子 , 取 4 为 具有 对 角 线 
{La gc} 的 对 角 算 也 由 于 4>0 且 ker A= {0}, 得 知 
OEW(A); 事实 上 WW(4) = (0, 科 ， 这 顺便 地 也 指明 了 即使 对 紧 
算 子 说 ,数值 值 域 也 可 能 不 是 闭 的 。 

(2) 取 雪 为 单 侧 移 位 ， 由 于 开 单位 圆 域 中 每 一 数 是 4" 的 特 
TÈ BWR EW. EP WD 恒 与 
(W(A)) HAGE. AF, D= A), BATE ELA 
TWA), 最 后 由 于 ARARE, Le A 
WW(4) 不 能 含有 任何 模 1 的 数 ,因此 WC4) 等 于 开 单位 贺 域 . 

#169. 如 果 入 属于 ADERE, MA 是 4 的 一 个 特征 
fi. FUL ACW (A), BRL ACW (A), 结论: 数值 值 域 包含 压缩 
w. 

如 果 和 属于 4 的 近似 点 谱 ， 则 存在 单位 矢量 使 得 (4 一 和 
Jao, EF 

[CAfs, Fa) -M = [CCAM fa, fo) EAAS, 
得 知 (4f。, fa) >A. A: 数值 值 域 的 闭 包 包 含 近似 点 谱 ， 

这 两 段 完成 了 本 题 的 证 明 ， 把 刚才 证 明 的 关于 近似 点 谱 的 事 

实 与 下 面 的 其 它 两 点 事实 结合 起 来 就 得 到 一 个 稍微 不 同 的 证 法 
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这 两 点 就 是 ， 谱 的 边界 包含 于 近似 点 谱 中 以 及 数值 值 域 是 凸 集 ， 

#170. 8g V ZX Volterra 积分 算 子 而 A=1— (1+7) 
Cey (4y, MA RMER HY, WARE H O, 

证 .由 于 4 DE SEE RAY (le 146), RE 
了 是 使 得 (4f, f) =0 的 矢量 , 则 /=0. 的确 , (47, f) =0, 0 

= C+, ASICA N= IF. 
(BBR 150, ECA ARPS IAA AA. ) 出 此 得 
知 (根据 熟知 的 当 Schwarz 不 等 式 退 化 时 的 结果 ) 了 必须 是 (1 十 
及) 于 的 一 个 特征 矢 , 由 于 ACH) D = (1, BRGY) f= 
J: Rf=G4+V)f, MVP =0, RAM J = 0( 人 参看 问题 148); 证 
JG. 

请 注意 算 子 4 是 紧 的 ， 

解 171. 假设 4 是 一 个 正规 算 子 ， 由 于 丈 (4) 是 凸 的 且 
A(A) CW CA) (问题 166 和 169), 得 知 convA(A)CW(A), 剩 下 
只 要 证 明 反 向 的 不 等 式 ， 考虑 到 用 半 平 面 表达 的 凸 包 的 特征 ,所 
希望 的 结果 可 以 用 以 下 方式 表述 ; 如 果 一 个 闵 半 平面 包含 ACA), 
它 也 将 包含 WA), MEPE 4 换 成 a4 十 8( 这 里 的 和 表示 复 
数 ), 则 4 和 到 将 分 别 换 成 a4+B 和 aWV+B， 这 个 评注 使 我 
们 有 可 能 使 问题 规范化". 其 效果 是 把 问题 约 化 到 只 须 研究 某 一 
特殊 的 半 平 面 ,例如 右 半 平 面 。 所 期 望 的 结果 现在 就 是 ， 如 果皮 
的 谱 中 每 一 数 都 有 正 的 (之 0) 实 部 ， 则 4 的 数值 值 域 也 是 如 此 . 
(请 注意 , 约 化 到 这 一 步 的 过 程 中 没有 用 到 正规 性 , 正规 的 假定 在 
证 明 这 个 约 化 了 的 陈述 时 才 用 上 了 . ) 

利用 谱 定 理 可 以 接受 4 是 一 个 具有 测度 的 测度 空间 上 的 
有 界 可 测 函 数 p 诱导 出 的 乘法 的 假定 ， 邵 果 了 EDI?Cw), WAS, 


用 -| 17saw。 依据 这 些 , 约 化 了 的 陈述 所 说 的 丰 ， 如 果 几 乎 处 
处 有 0< Rep (这 说 明 9 的 本 性 值 域 包含 于 右 半 平面 )， 则 0< 
Ro | pifitdu={ Rog) |fl'du. 最 后 ， 这 是 显然 的 ; 如 果 吃 一 
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If du, 则 > 是 一 个 正 测度 ,而 上 述 断 语 说 的 正 是 ， ERRARTE 
测度 的 积分 是 正 的 . 
解 178. 次 正规 算 子 的 数值 值 域 的 闭 包 是 它 的 谱 的 凸 包 ， 
i, WR 4 是 次 正规 的 而 B 是 它 的 极 小 正规 扩张 (参看 间 题 
155), W ACB) CAA) (问题 157), 又 ,显而易见 ,W (A) cW (B), 
由 此 得 知 
W (B) =conv A(B) (问题 171) 
Ceonv A(A) 
<W(A) (问题 166 和 169) 
cW (B), 
从 而 式 中 前 后 各 集 都 是 相等 的 ， 
作为 证 明 的 推论 ， 注 意 次 正规 算 子 的 数值 值 域 的 闭 包 同 于 它 
的 极 小 正规 扩张 的 数值 值 域 的 闭 包 . 
2173. (a) 如 果 4 不 可 道 , 则 0Ec4(4)， 因 此 1E4(L 一 
A); 由 此 得 知 ISAAA) <ua). (b) 无 损 于 普遍 性 ,假定 
14|=1( 乘 以 一 个 适宜 的 正常 数 )， 假 设 条件 w(A) = |4| FER 
证 存在 一 个 单位 矢 的 序列 {fo} 使 得 | (4/ fo) [一 1， 无 损 于 普 
WHE, BoE Af, Jd ol ( 乘 以 一 个 适宜 的 模 为 1 的 常数 )。 由 于 
| (Afs, fn) SIAS <LI fs, fo L, A [Afal>l Rw 
涵 
|Afo—fall?=lAfn|?-2Re(Afs, fa) +1 0, 
因此 工 是 4 的 近似 特征 值 ,所 以 (4) 必须 等 于 1. 
解 174.、 存在 着 西 型 但 不 是 正规 型 的 算 子 ， 反 过 来 也 是 如 
sb, 
—. 0 0 
iz. id u-() o) 
并 令 N RR-A DE 0, PBA 去 KARR D Wi Hy EM 
算 子 。 如 果 
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他 0 
A= ， 
0 N 


W ACA) ={0} UD=D, X W(A) =conv(W (M) UW(N)) =D, 
这 指明 4 是 凸 型 的 。 由 于 14|=1 (事实 上 Mi=, 4 REE 
规 型 的 ， 


, /Mm 0 
wee a 8) 


由 于 |Al=1, AWA) =conv(DU (1}), 得 知名 (4) =1, 从 而 4 
是 正规 型 的 ， 可 是 ， 由 于 ACA) = {0}U {1}, 因此 conv ACA) È 
网 单位 区 闻 , A 不 是 凸 型 的 . 

这 些 概念 中 有 许多 是 Wintner [1929] 首先 研究 的 ， 该 篇 论 
文 有 些小 错误 ; 它 断 言 每 一 个 正规 型 算 子 是 凸 型 的 ， 

解 175. 函数 W 关于 一 致 ( 范 数 ) 拓扑 连续 ; RAKE 
伯 特 空间 是 无 穷 维 的 ， 则 函数 由 关于 强 拓扑 ( 丛 而 关于 弱 拓 扑 ) 不 
连续 ， 

ik, WAR A-Bl<2, 又 下 是 一 个 单位 矢 , 则 

| (C4—B)f, Al <e, 
所 以 Af, 万 = 六 f)+ (A-B)f, f) CW (B) + (8). 
由 此 得 知 W(ADCW (B) +(e); eee, W(B)CW(A)+(s), 
这 就 证 明了 第 一 个 断 语 . (这 个 证 明 属 于 A. Brown, ) 

至 于 第 二 个 断 语 ， 可 考虑 单 侧 移 位 吕 。 在 强 拓扑 中 , 序列 
{U} 7 0 ( 当 w 增 大 时 , 越 来 越 多 的 富里 叶 系 数 消失 掉 了 ), 但 
是 w(0™”) 一 1 对 一 切 % 成 立 ， 

解 176. Ra 是 一 个 复数 , |g| 专 1) 又 |z|< 寺 则 Re(i 一 
za) =1—Re(za) >1l—|z|>0, 反之 ,如果 复数 a 使 得 对 每 一 z, 
|z| < 二 A Re(1—za) >0 RY, 则 特别 当 za =t|a|,O<t<i 时 ,这 
是 成 立 的 ; 由 于 ,因此 有 1 一 #4| 一 Re 一 圳 4|) 二 0， 得 知 ( 令 t 趋 
于 Dlal<l. 

与 这 个 数值 的 事实 相对 应 (并 且 被 它 所 蕴涵 ) 的 算 子 的 事实 是 
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wW< 4ER Re(1—z4)>0. 的 确 ， 下 列 的 关于 4 的 断 语 
两 两 等 价 : 
w(A) <1, 
(Af, f)| <1 4 [fl =, 
(Red —24)f, f)>0 RA |f|=1 B lz] <1, 

如 果 w(A) <1, W (A) <1, PRAY [2|<1 hf 1 一 z4 是 可 道 
的 。 FP Ee RR ESR Ce B 
可 道 , 则 (B87, f) = (Bf, BBA) = (BBF), BIMA 
w(A) <1 当 且 只 当 在 单位 圆 域内 有 Re (i 一 z4) 430, 

其 次 试 考察 ， 如 果 n 是 一 个 正 整 数 又 是 1 的 一 个 % 次 元 根 
(EP n EEI o= 工 的 最 小 正 整 数 )， 风 对 于 不 是 w 的 寡 的 一 切 
有 

1 14 1 


T= nS Tae 
这 个 等 式 的 右边 事实 上 是 左边 的 部 分 分 式 展开 式 ， 要 直接 验证 
它 ， 试 通 乘 以 1 一 »*， 并 注意 到 右边 变 成 一 个 至 多 nn 一 1 次 的 多 项 
式 , 这 个 多 项 式 在 %% 个 代 换 2 一 whe (k=O, =, 9 一 中 的 每 一 变 
换 下 是 不 变 的 ， 因 此 必 等 于 常数 ， 然 后 置 > 等 于 0 便 可 算出 该 常 
数 ， 
Bi Be FY Shs eh oR wCA) <1, mM e<1 AY, 


(1-2 A") at S (1—24), 


由 于 右边 的 每 一 加 项 有 正 实 部 (因为 w (oA) <1), 得 知 左边 有 正 
KW, 而 这 又 蕴涵 wA <1, 

证 明 中 有 一 个 步骤 可 能 是 (读者 ) 不 够 熟悉 的 , 须 再 行 考察 ; 即 
通过 代入 法 ， 从 一 个 有 理 函 数 间 的 恒等式 证 明 算 子 间 的 恒等式 是 
利用 有 理 函 数 的 函数 演算 〈 参 看 问题 97)， 有 明显 地 说 ， 如 果 pi 和 
pa 是 极点 不 在 4 的 谱 中 的 有 理 函 数 ， 因 而 (4) 和 ma(4) BH 
X, W p 和 ga 的 每 一 多 项 式 2 也 是 如 此 ; Me eA) =pl), 
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pa(d)), 则 pC) =plp (A), ga(4))， 证 明 是 显然 的 . 

w(A)<1 #f |2|<1 Bf Re(L—-z2z4) 130 的 等 价 性 是 初等 的 ， 
但 对 以 上 的 论证 说 是 基础 性 的 ; 这 是 Berger 的 主要 的 新 想法 . 这 
个 想法 在 所 有 后 继 的 证 明 中 都 可 以 在 某 种 形式 下 见 到 ， 上面 所 给 
证 明 是 Pearcy [1966] 所 发 现 的 简化 的 一 个 简化 ， 
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解 177，(a) 作为 证 明 的 一 个 启发 性 的 引导 , 考虑 给 定 的 希 耳 
伯 特 空间 豆 是 一 维 实 欧 几 里 得 空间 而 膨胀 空间 及 .是 平面 的 特 
例 ， 这 时 ,给 定 的 压缩 算 子 4 SL MRR alla < 了 ,而 用 儿 何 术 
语 说 , 题 中 断 语 就 是 ，( 直 线 上 的 ) 用 a 乘 的 乘法 可 以 经 由 (平面 中 
的 ) 一 个 适当 的 旋转 , 跟着 作 一 个 投影 (返回 直线 上 ) 来 完成 ， 画 一 
个 图 就 会 使 这 一 切 明 澈 如 镜 ;， 简单 的 解析 几何 表明 该 旋转 的 矩阵 
是 


(te D 


证 明 本 身 就 是 应 用 于 平面 的 技巧 的 可 能 的 最 直接 的 仿制 品 . 
需要 进行 几 次 试验 以 判定 角色 oP 究竟 应 由 4”, 或 AA’, BY AA, 
或 是 有 时 由 这 个 , 有 时 又 由 那个 来 充当 .结果 可 以 如 下 描述 . 给 
€H, p K-HOW 并 把 H 与 第 一 加 项 等 同 起 来 ; 则 及 上 每 一 
ATEH 上 算 子 的 二 行 乍 阵 , 而 且 特别 有 


(o o) 
P= . 
0 0 
BEAR S=JSi-AA” 和 TaV1—-A*A, 


其 中 根 号 自然 表示 正 的 平方 根 ; 注意 由 于 |4s1， 得 知 一 44- 
FAL A'A 都 是 正 的 ,所 期 望 的 脱 胀 吾 可 以 由 
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定义 . 吾 是 4 的 了 膨胀 是 明显 的 ， 虫 于 


/4 p 
B*= > 
S 一 4 


A*A +T? ae | 
SA-AT SAA" j’ 


AA* + §? maa) 


由 直接 计算 得 知 


pp-| 


| 
TA A'S T+A'A 
AFRO AT=SA, BBR, #AT?=8A, 而 由 归纳 
法 知 ， 对 n=0, 1,2, …, 有 4AT” 一 Sm4.， 这 蕴涵 对 每 一 个 多 项 
式 p 有 Ap(T?) 一 p(S?) 4， 从 而 4ATS84， 如 所 期 望 (参看 解 
108) . 

(b) 证 明 与 (a) 的 证 明 相 似 , 且 简 单 ， 给 定 A, O<XA<1,4R 
表示 4(1 一 4) 的 正平 方 根 ,并 记 


Ge sna) 
B= . 
R i—A 
验证 B 是 一 个 投影 毫 无 困难 ， (结果 (hb) 属于 E. A. Michal; S 
看 Halmos[1950a], ) 

#178. 证 明 是 构造 性 的 ， Se, + K 表示 以 所 有 整数 
(E, n, 零 ) 为 下 标的 可 数 无 穷 多 个 H 的 草本 的 直接 和 , 则 有 K 上 
的 每 一 算 子 是 一 个 无 穷 算 子 矩 阵 , 而 且 , 特别 是 , 5 K A) He 
影 卫 由 


o 0 0 
0 (1) 0 
0 0 0 


P= 


给 出 (括号 表示 该 元 素 是 在 《0, 0> 的 位 置 )， 给 定 4, 置 
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00 0 00 0 0 
10 0 060 0 0 0 
0 1 0 0 060 0 0 
B=- 0 0 S (4) 0 0 0? 
0 0 -4 T 0 0 0 
00 0 0 1 0 0 
00 0 0 0 1 0 


REKS FD mA 177 PP. HT BEZAR, HAR tt 
ZAR, BRR ARR BKM ATOR. 这 就 使 
BEAHRUKRADRY. BENAR TEREE — A R 
然 的 计算 ( 它 用 到 解 177 的 结果 )， 

虽然 这 可 能 不 是 本 定理 的 最 富 于 启示 性 的 证 明 ， 可 是 它 必 定 
是 最 短 的 ; 它 属 于 Schaffer [1955], 

解 179. 本 定理 可 以 直接 证 明 , 但 通过 西 算 子 和 膨胀 理论 的 
证 明 有 其 难于 超过 的 优点 . BTARTFRRT HER EWU 
用 相对 地 初等 而 且 可 以 广泛 推广 的 几何 方法 证 明 《〈 人 参看 Halmos 
[1958, p. 1851), 但 较 储 狭 的 通过 谱 定 理 的 希 耳 伯 特 空间 的 证 明 ， 
思路 更 为 明 澈 ， 

如 果 忆 是 吾 上 的 西 算 子 , 则 谱 定理 认可 了 下 述 假定 , WEW 
一 适宜 的 测度 空间 上 , 对 某 一 测度 几 H= (u), TAU 是 由 一 
个 几乎 处 处 有 常数 模 LR Bp SHH. 如 果 f EH 
(=L?(u)), sy 


1 je 1 并 一 工 j 
TA UIA). 
出 于 几乎 处 处 有 |p| =1, 得 知 

LS pli 

名 j=0 i 


几乎 处 处 成 立 。 由于, [p| = 工 几 乎 处 处 成 立 的 假定 还 区 涵 平 均 


pas iden aeRO Re o o 1 


FA SLE bh Be Si AF) CGR Re p= 成 立 的 点 全 体 的 
集 的 特征 函数 )， 得 知 勒 风格 控制 收敛 定理 (不 一 定 用 有 界 收 敛 定 
理 ) 可 以 应 用 于 序列 
(GD 
m j=0 


这 完成 了 收敛 性 的 证 明 , 稍 假 思索 就 能 进而 揭示 极限 是 什么 

mE AGH ERT ERE, WSU 表示 它 的 到 一 个 
希 耳 伯 特 空间 (譬如 说 必 ) 上 上 的 丁 寡 膨胀， 并 令 三 RANA KB) A 
上 的 投影 。 这 意味 着 如 果 fEH, 则 4"f=PU", n=0, 1, 2, +, 
而 由 此 知 


由 于 LS 
4 n> co 时 对 每 一 了 有 一 极限 ,又 由 于 卫 是 连续 的 ( 即 有 界 的 )， 
得 知 
wea 
in —> co 时 对 每 一 也 有 一 极限 . 
关于 西 算 子 的 平均 遍历 定理 首先 被 von Neumann [1932] 证 
H. 推广 到 压缩 算 子 的 工作 属于 Riesz-Nagy [1943]; 应 用 膨胀 理 
论 的 证 明 属 于 Nagy[1955]. 关于 一 般 的 遍历 定理 的 一 个 较 好 的 
近期 的 参考 文献 是 Jacobs[1960] . 
解 180. 可 以 给 出 解析 的 证 明 ， 但 那 是 比较 困难 的 ; 应 用 脱 
胀 理 论 则 一 切 变 成 简单 的 (Nagy[1955])。， BAH 上 的 4,>K 
LMU RREW-THBBIK, HOP ROA KSA 的 投影 , 
WE pE- -TERAM S AT H, W 
ip(Afl=|PpU) fl GEER IRAE XO) 
<O (AA LP) =) 
<Siplolfi (BAU REAK), 
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且 由 此 得 知 , 如 问题 所 述 , pC) |<] pln, 

解 181. S H, RRA 中 有 限 非 0 矢量 序列 全 体 所 成 的 线 
性 空间 ( 具 逐 坐标 的 线性 运算 ) ,并 令 K, RRB {u,in=0, +1, 
2, +++} 的 序列 全 体 所 成 的 线性 空间 , 这 里 的 

w= Aii fi 
对 Ho 中 的 其 一 序列 {f,in=0, 41, +2, 3 Ring 
逐 坐 标的 线性 运算 )， 如 果 %= fl Ml v= {ow} 属于 Ko w= 
mAs 1 出 m= BI Ai_ ih, 记 
[u, o] = 2%, g). 
这 个 定义 看 来 象 是 有 歧义 的 ， 因 为 它 象 是 依赖 于 4 怎样 用 再 o 的 
元 素来 表示 、 可 是 , 由 于 
> g;) = 之 之 (Avifi, 93) 一 之 ahs Ajag) =i, vi), 
可 见 上 述 依 蒜 性 是 个 错 党 ， 这 个 定义 产生 了 Ko 的 一 个 内 积 . 一 
次 半 性 和 共 轿 对 称 性 基 显 然 的 , 正定 性 可 从 {4;} 的 正定 性 假定 推 
得 , HRT REE AGH I, 但 这 也 是 容易 的 。 据 (不 一 
定 严 格 正 的 ) 内 积 的 Schwarz 不 等 式 ， 
| Iu, v] |?<[u, u]. Lo, 0]. 
由 此 得 知 如 果 [%, wl =O, Wt Ko PR — e o B [u 加 =0， 把 下 
bp i (GE POR, 选 {on} 使 得 iu 而 对 nw gs 一 0, 可 推出 
jel? = (ei, 9) = 2s, g) = [u, v] =9, 

从 而 得 出 w=0 的 结论 ， 

具有 这 样 得 到 的 内 积 的 线性 空间 Ky 可 能 不 是 完备 的 令 及 
表示 它 的 完 务 化， 再 的 每 一 元 素 了 对 应 着 BR 中 的 一 个 序列 
{ fu, {fat 由 fo=f 而 n#0 时 f=0 来 定义 ， 这 个 序列 {Fab 接 
着 又 对 应 着 Ko 中 的 序列 Lun}, 而 

w= > Ay fi=A_sf, 


WR fA g EHH, WAT EK 中 的 序列 “= {a} Ao (ont, W 
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EMAEMA 
lu, 0] =(f, 9). 

HBR f > u ft HS) K 中 的 一 个 等 距 嵌 入 ; 在 证 明 的 以 下 
部 分 中 将 把 H 与 其 在 下 中 的 象 等 同 起 来 

MRP RAK SPARE, WME u= {u} E EKo 的 一 个 元 
素 , Link g CH, M 

[Pu, g]=[u, g]= Wo, 9), 
PTAH HRR u, 有 
Pu = wo. 

如 果 w= {un} 属于 Ko, WUu= v= {on}, BAY On = Una, EM 

Fe y= Be Ay ifi, 其 中 的 {fw} RT Ho, 则 


Dp j= 之 Aig- fi 一 之 4 六 1 


这 蕴涵 口 不 但 是 一 个 一 对 一 线性 变换 , 并 且 把 及 o 了 映射 到 本 身上 ， 
如 果 {fn} 和 Lon} 是 Ho 中 任意 两 个 序列 ,又 如 果 %= {uny M = 
{tn} 是 它们 在 Ko 中 的 对 应 元 , 则 

[Uw, Uv] =È lua, gi-1) =, gi) = lu, o], 


AIU 是 一 个 等 距 算 子 。 由 此 得 知 品 可 以 唯一 地 扩张 成 上 的 
酉 算 子 ( 这 个 算 子 可 以 同样 地 用 记号 UU 表示 )， 由 于 PU%w= 
(Uw o = Unn SE Anafi 得 知 如 果 SCH, 则 


PUf=Anf, 
证 完 . 


BILE BRT 


#2182. Wintner 的 证 明 如 果 PQ-QP=a, WP RR 
PA, ZEHA 是 一 个 任意 的 数量 ,并且 注意 到 新 的 卫 适合 同样 
的 可 交换 性 关系 . 因此 假定 了 是 可 道 的 不 会 损害 普 凯 性 . 由 于 此 
时 , QP=P“"(PQ)P, 所 以 AQP) =A(PQ), 关系 QQ=QPTTa 
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A 
A(PQ) =A(QP +a) =A(QP) +a=A(PQ) +, 
能 够 使 一 个 复 平面 的 非 空 紧 子 集 (如 同 A (PQ) 之 类 ) 保持 不 变 的 
唯一 的 平移 是 平凡 平移 ( 即 根本 没有 平移 ); 换 句 话说 ,a 必须 是 0. 
Wielandt iE. 如果 PQ—-QP =a, W 
P°Q-QP?=FP?Q—PQP+PQP-QP’ 
= P(PQ—QP)+ (PQ-QP)P=2Pa, 
而 更 一 般 地 有 (归纳 法 ) 
P"Q— QP"=nP" ta, n=1, 2，3，…. 
如 果 卫 RRS, 例如 是 指数 % 的, W nPrto=0, 所 以 a=0。 如 
果 书 不 是 震 零 的 , 则 不 等 式 
nP] lal <2] PRIP] 
Jj n=1, 2, 8, … RIE RAN 
n|o| <2] P]-|Qi, 
从 而 又 有 a=0, 

解 183. 给 定 希 耳 伯 特 空间 H, 令 BB 表示 再 中 矢量 的 有 界 
序列 f=《fi, fo, fs, …> 全 体 构 成 的 线性 赋 范 空间 〈 逐 坐标 的 线 
性 运算 ,上 确 界 范 数 ), 令 NER 也 中 零 序 列 ( 即 适合 lima] f,| = 
0 的 序列 A 全体 所 成 的 子 空间 ， 商 空间 B—B/N 是 一 个 线性 赋 
范 空间 .每 一 个 瑟 上 算 子 的 有 界 序列 A=<Ay, As, A,- B 
上 诱导 一 个 算 子 ; 《fa fo, fs, O Æ Ai, Aa As o THAE 
<Ai fi, A425f2，Asfs,…》>， 册 于 子 空间 N 在 每 一 个 这 样 的 诱导 算 
子 下 不 变 , 序列 4,， 依 一 种 自然 的 方式 , HHS BLOAT, 
称 之 为 4， 瑟 上 算 子 的 有 界 序列 形 成 一 个 赋 范 代数 ( 逐 坐 标的 线 
性 运算 ， 上 确 界 范 数 )。 从 这 样 的 有 界 序列 到 D 上 的 算 子 的 对 应 
AoA TAREKA. 如 果 P=<Pi, Ps, Ps, …》 和 Q= 
<Q, Qe, Qe, …》 使 PnQo 一 QnPs >O, M PQ-OP 是 外 上 的 换 
位 子 ; 由 于 这 个 换 位 子 不 能 等 于 1(=B 上 的 恒 等 算 子 ), 证 完 ， 

解 184. 固定 P 并 把 0=4Q8=PQ 一 QP 看 作 @ 的 函数 ， 运 
算 4 显然 是 算 子 的 线性 空间 上 的 线性 变换 ; 由 于 
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)4Q) =| PQ—QP| <2) P]-/Q], 
该 线性 变换 (在 算 子 的 蔬 拿 哈 空 间 上 ) 是 有 界 的 , 且 
|4i<2] Pi]. 
象 4 这 样 的 映射 常 有 重要 的 代数 上 的 作用 .4 的 最 重要 的 性 质 是 
ERT FSH, 这 就 是 说 , 它 满足 
A(QR) =AQ:R—Q-AR. 
HE: PQR-QRP=(PQR—QPR) + (QPR-QRP), 

导 运 算 具 有 微分 法 的 代数 性 质 中 的 许多 性 质 ， 但 是 正如 从 定 
义 本 身 所 能 看 出 的 那样 ， 它 们 是 在 一 种 不 可 交换 的 方式 下 具有 这 
些 性 质 ， 这 些 性 质 中 , 首先 是 若干 因子 的 积 的 “微分 "法 的 莱 不 尼 
兹 公式 的 有 效 性 ， 该 断 语 是 , 4(Q&4…8w) 是 % 个 项 的 和 要 得 到 其 
中 的 第 7 项 , REWER QQ 中 的 他 换 成 4Q, 证 明 是 一 个 显 
然 的 归纳 法 ， 对 %=1, 不 须 证明 什 么 ; 从 w 到 “二 二 的 步骤 , 只 要 
把 Qe Quat 写成 (Qi… 凶 ,) Qntz 并 应 用 前 给 的 (两 因子 ) 的 乘积 公 
式 . 这 结果 当然 适用 于 所 有 Q 都 相同 的 特殊 情形 ,但 这 时 该 公式 
并 不 见得 更 便于 思考 ， 

在 题 设 条 件 下 导 运 算 4 的 一 个 特殊 性 质 是 4Q=0。 这 里 的 
和 当然 是 4 与 其 自身 的 复合 , 因此 

#Q= 4(AQ) = P+ dQ— AQP; 
AQ 等 于 0 正好 表达 了 405 P WR. 

莱 不 尼 兹 公式 和 LQ 等 于 0 使 得 我 们 易于 计算 Q WB KR 
的 高 阶 导 数 . 程序 从 AIQ) 开始: 它 等 于 见 个 可 能 的 乘积 的 和 ， 
每 个 乘积 有 一 个 等 于 4Q 的 因子 和 % 一 1 个 等 于 @ 的 因子 ， 当 把 
4 作用 于 这 些 加 项 中 的 每 一 项 时 ， 结 果 只 是 % 一 1 个 乘积 的 和 ( 理 
H: 4 作用 于 4Q 时 ,结果 是 0)， 所 得 到 的 这 % 一 1 个 乘积 各 有 两 
个 等 于 4Q 的 因子 和 %-2 个 等 于 已 的 因子 .推论 ， 人 (8") 等 于 
n(n—1) 个 可 能 的 这 类 乘积 的 和 .。 论证 平淡 无 奇 地 循 此 进行 下 去 
可 得 到 AQ" 的 描述 ， 当 =n, 结果 是 4&" 是 nl 个 项 的 和 , 各 项 
都 是 (4Q)"; 换 句 话说 ， 

AQ" =n! (4Q)", 
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最 后 的 方程 是 本 证 明 的 关键 ;所 期 望 的 结果 就 是 它 的 一 个 显 
易 的 推论 .的确 , 由 于 


| (dQ) =< fare |< Ep < jar] Qi, 


得 知 uais (Laien, 


从 而 4Q EWER. 

把 LQ 的 方程 作为 被 除 式 可 得 到 Jacobson 的 原始 的 代数 
结果 的 一 个 证 明 。 陈述 ， 如 果 特征 大 于 mn! 的 域 上 的 代数 的 一 个 
元 素 @ 适合 一 个 次 多 项 式 方程 ， 又 4 是 该 代数 的 一 个 使 得 
AQ 一 0 的 导 运 算 , 则 49 AE, ERB, 证明; 从 4(49) = 
0 推断 对 每 一 个 正 整数 4C4Q)* 一 0， 从 而 从 AO 的 方程 推 类 
MHO, RE Gni =o, mR = S ag 是 
Q 所 满足 的 多 项 式 方程 , 则 由 此 可 推 知 AQ 0, ATER h LG 的 
方程 得 知 mwl (4Q)" 一 0， 从 关于 特征 的 假定 即 得 所 要 求 的 结论 

解 185、 (a) 穿 门 在 于 把 守 的 “导数 "的 公式 推广 到 非 可 交换 
的 情形 ; 参看 解 182 和 184。 利 用 在 这 里 最 方便 的 记号 来 表示 , 这 
个 推广 就 是 


PrQ—QrP='S\ POP 
证 明 是 一 个 直 捷 的 归纳 法 .由 此 知 
PQ- =r P S P-o) Ps, 
从 而 有 
n| P <2) Ph el P+ lO Sei Pee aye ( Py, 


到 此 为 止 , 允许 卫 是 任意 的 算 子 。 由 于 已 经 假定 了 是 亚 正 规 的 ， 
最 后 写 出 的 那个 和 数 应 等 于 %1P" "| (参看 问题 162).， 通 除 以 
n|P*] (got P=0, — HERMA WLW, Tims P «0, 则 Pot # 
0), ARE 
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< 二 IPj el 二 人 Lo 


由 此 即 得 结论 . . 
(b) 加 |1-O]<1 m'o mT; h FHE Kleinecke-Shirokov 
定理 ,CO EWR, 因此 那 是 不 可 能 的 . 
186. 如 果 4 有 一 个 大 核 ， 则 该 核 是 具有 相同 维 数 的 So 
个 子 空间 的 直接 和 。. 核 的 正 交 补 可 以 是 大 的 或 不 是 大 的 . 可 是 如 
果 把 核 的 一 个 直 和 加 项 添加 到 该 正 交 补 ， 结 果 就 把 基础 希 耳 伯 特 
空间 表示 成 直接 和 HOHOHO:-- 的 形式 且 第 二 项 以 后 各 加 项 
的 直接 和 被 4 变 成 0。 如果 与 空间 的 这 个 表示 法 相对 应 , BTA 
也 表示 成 一 个 矩阵 , 这 个 矩阵 的 形式 将 是 
Ap 0 0 0 
0 0 0 
4=-|4 0 0 0b 
0 0 0 


其 中 各 4 和 各 个 0) 是 瑟 上 的 算 子 , 记 


0 0 0 0 
1 0 0 0 
P=|o 1 0 0 
0 0 1 0 
和 A, ~A 0 0 
A, 0 -4 0 
Q=|4, 0 0 —Ay f 


A, 0 0 0 


则 卫 和 QQ 是 算 子 且 ( 直 捷 的 计算 ;PQ 一 RP 一 4， 主 断 语 证 完 . 
为 了 证 明 系 1， 可 设 {fo 0 fs} 是 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 H 

的 矢量 的 一 个 有 限 集 , OM 表示 它们 的 张 成 空间 。 WR AEH 

上 的 一 个 算 子 , FO 表示 在 让 上 等 于 4 而 在 M 上 等 于 0 的 算 
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F: 据 刚 才 所 证 明 的 ，C 是 一 个 换 位 子 ， 且 在 每 一 个 fo =L, …， 
n, O AMS., KAW 4 的 每 一 个 基 强 邻 域 含有 换 位 子 。 

系 2 的 证 明 也 与 此 相似 . Be, 令 和 表示 一 个 具有 大 正 
交 补 的 大 子 空间 ; 给 定 4， 按 前 段 定 义 以 而 记 B-A-C, 由 于 
A=B+C H BAO REKAT, WEE, 

187. HARARE T, FERR SESA A 线 
HER. 9T Rm—MEBTS-f H TAf= 一 4f HRS, 
由 于 这 蕴涵 着 (4 二 AT) f= Af— Af =, 得 知 直接 和 

S=(A+T VAT) @(A4+77AT) OCAT HAT) O 
有 一 个 大 核 。 《实际 只 推 知 该 核 是 无 穷 维 的 ; 由 于 全 空间 是 可 分 
K, SARE AN, ) 据 问题 186, 直接 和 8 是 一 个 换 位 子 。 如果 


B=A@ A@ 4@… 
且 C =T ATOT ATOT ATO, 
则 S=B+-C, 


接着 的 一 步 是 下 述 有 些 令 人 人 惊讶 的 引 理 。 当 互 和 C 是 使 
得 B+C 是 换 位 子 的 算 子 , M BOC 是 一 个 换 位 子 ， 我 们 的 证 明 
是 从 初等 代数 得 到 一 点 灵感 。 如 果 B+C 一 PQ 一 QP 了， 则 记 R= 
C+QP=PQ—B, HHH 


0 P 0 R 
(1 0o) a (e o) 
0 P/O R 0 R\fO P 
(; ale oj-la ale >) 
PQ 0\ /R 0\ /B 0 
-(" a)-(o ov) (a 路 
推论 ，B@C 是 一 个 换 位 子 , 可 是 由 于 C 明显 地 相似 于 B, 18 
知 BOB 是 一 个 换 位 子 ; 最 后 由 于 BOB 西 等 价 于 也 ,证 完 。 
解 188. 假设 0 一 4"4 一 44*>0， 问 题 所 要 证 明 的 是 0E€ 


ACC), 只 要 证 明 存在 单位 矢 的 序列 {J} 使 得 0fs->0( 即 0E€ 
五 (O)) 就 够 了 ， 为 此 目的 ,在 4 的 近似 点 谱 中 取 一 个 复数 对 应 


的 换 位 子 : 
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于 这 个 入 ， 求 一 个 单位 矢量 序列 {far W (AAS AF 
4 一 和 的 自 换 位 子 等 于 C 〇 , 又 由于 QC 之 0, 得 知 

(AA (AA) > (AA) (Aa, 
HTA > 0, FRAICA—A)*(A-A) fa > 0。， 最 后 两 点 评注 
AR (A—A) (AA Sa > 0, 由 于 因此 CO 是 两 算 子 的 差 , 这 两 算 
TAE {e EREET O 的 序列 ,所 以 算 子 C 也 是 这 样 的 . 

#189. (a) 证 题 计 划 是 依次 证 明 : (1) 4 是 拟 正 规 的 , (2) 
ker (1— A*A) 约 化 4， 和 (8) ker (1 一 4"4) 的 正 交 补 包 含 于 ker 
(A*A— AA*), 

O 记 卫 =4"4 一 44*. 由 于 ,对 一 切 了 ， 

IPAS P= (AAS, = AAS, I+ PF, A 
=| Af P+ IPF, 
得 知 如 果 Pf=f, W API =0( 第 一 步 用 到 范 数 条 件 )。 这 蕴涵 
AP 一 0, 从 而 了 4 一 0, 或 等 价 地 , (A*A)A=A(A"A), 

(2) W M =ker(1— A*A). 如 果 fEM, 则 了 一 4*4f=0. 由 
此 知 47 一 4A)A4f 一 A 一 4(4*4)f 一 4(f 一 4*4 有 ) 一 0， 因 此 
了 在 4 下 不 变 。 同 理 ( 把 以 4 了 代 了 改 为 以 4 了 代用 ,了 在 AA* 
下 不 变 ( 参 看 解 154). 

(3) HTP ERS, 得 知 

A*A—A4A*~—A*AA*A— AA*A*A— A*AAA*+ AATAA*, 

由 于 4"4 与 4 和 4* 都 可 交换 ,这 可 以 改写 成 
A*A—AA*=A*A(A*A— AA"), 


换 句 话说 ， P=A4*4P, 
或 (1~A*A)P=0, 
由 此 得 知 ran PCM, 
或 Mc ker P, 


现在 应 用 A 是 完全 非 正规 的 假定 ， 这 个 假定 说 的 是 kor P R 
包含 任何 约 化 44 的 非 零 子 空间 。 结 论 , Mi: = {0}, 而 这 意味 着 A 
是 一 个 等 距 算 子 。 

(b) 4o 果 和 4 是 带 权 数 fon} 的 双 侧 移 位 且 om 一 1 或 VD 依 
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证 .4 的 自 换 位 子 容易 计算 ; 算出 来 是 一 个 一 秩 投 影 , 其 值 域 
是 a 张 成 的 子 空间 ，4 的 完全 非 正规 性 从 问题 129 即 得 : 根据 该 
结果 ,4 是 不 可 约 的 ,从 而 是 最 完全 非 正规 的 了 ， 

解 190. 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 是 S 维 的 希 耳 信 特 空间 的 直 
接 和 ， 因 此 要 证 明 每 一 个 模 1 的 倍 乘 算 子 是 一 个 换 位 子 , 具 须 证 
WIZE No 维 希 耳 伯 特 空间 上 ,每 一 个 模 1 的 售 乘 算 子 是 两 个 西 算 子 
的 换 位 子 ( 因 子 的 西 特征 保证 了 那 可 能 是 不 可 数 的 直接 和 的 有 界 
性 )， 在 8o 维 希 耳 伯 特 空间 中 必 存 在 一 个 就 范 正 交 基 {eo:n=0， 
+1, +2, =}. 已 给 a, |a] =1, $ P RH Penc a'en 定义 的 对 
MAT O 表示 双 侧 移 位 , Cee. 了 和 Q 都 是 西 算 子 ; 直 捷 的 
计算 证 明 PQP =a, 

如 果 a= PQP“Q-+4, 则 la| =1 的 证 明 是 Wintner 推理 ( 解 
182) 的 改写 ， 由 于 PQaQP， 得 知 4(PQ) a4(QP); 可 是 由 
于 PQ HUT QP, m ACPA) =A(QP), Mili AQP) =4AQP). 
由 于 4(QP) 是 不 同 于 {0} 的 非 空 紧 集 ( 记 住 QP 可 道 ), 又 由 于 保 
持 这 样 的 集 不 动 的 唯一 同位 相似 变换 是 一 个 旋转 ， 即 得 求证 的 结 
果 . 

解 191. 证 明 是 解 190 的 移植 。 第 一 步 是 利用 问题 111 把 
给 定 的 空间 表示 成 No 个 子 空间 的 直接 和 , 这 些 子 空间 具有 相同 维 
数 且 都 约 化 给 定 的 西 算 子 U. 直接 和 分 解 的 目的 是 把 U 表示 成 
对 角 的 算 子 矩阵 ,这 矩阵 的 第 个 对 角 线 元 素 是 (譬如 说 )Uw n= 
0, +1, 土 2，…. 

解 190 启示 我 们 ， 利 用 对 角 算 子 和 双 侧 Bile RIE Bele TH 
这 里 也 可 以 解决 问题 。 为 了 避免 写 大 的 算 阵 ， 再 介绍 一 些 记 
把 给 定 的 项 可 伯 特 空间 想象 区 一 国定 的 希 定 伯 特 空间 中 欠 量 序 
Bl f={fun=0, +1, +2, y (当然 要 满足 通常 的 条 件 Dl? < 
co) 全 体 的 集 ， 


(Pf)n=V afa 
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EL A PP, m 
(Qf) = fn 
EARME. KATR THA: 结果 是 
POPIS) n= Vo afn 
可 以 从 方程 组 
Us,=V,V a 
解 出 诸 广 并 表示 成 诸 品 的 式 ， 例 如 置 Vo SF 1, m 
天 ,一 DT 对 nl, 
且 V-an UnU 对 n>0. 
诸 U 的 西 特征 蕴涵 这 些 太 给 出 的 变换 卫 是 一 个 西 算 子 ， 而 一 切 
都 已 解决 

解 192. 在 一 个 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 ， 全 线性 群 的 挽 位 子 
子 群 就 是 该 全 线性 群 本 身 ， 

证 . 求证 的 断 语 是 说 每 一 个 可 道 算 子 是 有 限 个 (个 数 不 一 定 
AR) 乘法 换 位 子 的 积 。 事实 是 每 一 个 可 逆 算 子 是 两 个 换 位 子 的 
积 (Brown-Pearcy[1966]). 这 个 事实 的 证 明 要 做 很 多 工作 , 仅 为 
了 当前 的 目的 不 值得 去 做 ， 现 在 只 要 证 明 每 一 个 可 道 算 子 是 三 个 
换 位 子 的 乘积 就 已 足够 , 而 这 就 容易 多 了 . 

给 定 任意 的 一 个 无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 的 任意 的 一 个 可 逆 算 
子 4, 考虑 无 穷 算 子 矩 阵 


0 1 0 0 0 o 6 \ 

0 0 1 0 0 0 0 | 

0 9 0 1 0 0 0 | 
r- 0 0 0 ©) 4 0 0 

aoe oes 
0 0 0 0 0 0 4 
0 0 0 0 0 0 0 
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和 
0 0 0 0 0 0 
1 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 
Q=- 0 0 1 (0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 10 0 
o 0 0 0 01 0 
常规 的 计算 证 明了 
1 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 00 0 
0 0 1 0 00 0 
PQP-g-+=! 0 0 0 (A) 0 0 0 
0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 
0 00 0 00 1 


把 这 些 和 矩阵 作用 着 的 直接 和 (空间 ) 看 作 带 下 标 0 的 加 项 和 其 它 诸 
加 项 的 直接 和 ， 再 把 其 它 诸 加 项 的 直接 和 等 同 于 其 中 一 个 加 项 。 
明显 地 改变 一 些 记号 后 , 上 面 计 算 的 结果 就 变 成 : 形 如 


A 0 1 0 
(5 1) ® (5 4) 
WHET FRE PST CRE EH Bt 
作用 在 无 穷 维 空间 上 且 4 是 可 道 的 ). 
无 穷 维 希 耳 伯 特 空间 上 每 一 个 可 道 正规 算 子 具 有 有 大 的 正 交 
补 的 大 的 约 化 子 空间 (问题 111)， 所 以 它们 可 以 表示 成 上 述 形 式 


的 两 个 矩阵 的 积 . 推论 : 每 一 个 可 逆 正 规 算 子 是 两 个 换 位 子 的 积 , 
出 了 每 一 个 可 逆 算 子 是 一 个 本 算 子 与 一 个 可 逆 正 算 子 的 积 ( 极 分 
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ME), 得 知 ,， WAT TR, BT A MH TST PS ee F hA 
(应 用 问题 191 处 理 西 算 子 的 因子 ). 


B+ Toeplitz 算 子 


解 193. IR p= Di Anen, TW Ze 的 矩阵 元 素 由 下 涉 给 出 ， 
hy— (Loes, e) = Cx Onln4 5s €i) = Ba Ondata = Oink 
RZ, MRA DL? 上 使 得 对 一 切 艺 和 了 有 
(Aera, 641) = (Aes, e) 
的 一 个 算 子 ,又 玉 是 双 便 移 位 ( 乘 以 & HRR), 则 
(AWe; e) = (Aelii, 6) = (Ae, ei1) 
. = (Ae, We) = (W Ae, e). 
ZAA A AW 可 交换 ,从 而 (问题 115) A 是 一 个 乘法 ， 
解 194. 必要 性 的 证 明 是 一 个 简单 的 计算 : Mt, j=, 1, 
2,…, 则 
(Tier e) = (PL,e, e) = (Lre, 的 一 (er 41) 
= (Ph, 641) = (rta, C41). 
为 了 证 明 充 分 性 , 假定 4 是 ED? 上 使 得 
(et G41) = (Ae, e) C, j=0, 1, 2, +) 
的 一 个 算 子 ; RUE A 是 一 个 Toeplitz EF. MAE n 考 
BDL 上 由 
An= W” APW" 

给 出 的 算 子 (如 前 , 这 里 的 W 是 双 侧 移 位 )。 mE i, 70, 0 
(Anes, e) = (Aoesrn, Cian) = (Ae, e). 
即使 对 负 的 下 标 ， 类 似 上 式 的 结论 也 是 真 的 ， 的 确 ,对 充分 大 的 
n, jtn M itn 都 是 正 的 , 而 月 此 以 后 , Moen Sn HX, 
推论 ， 如 果 2 和 9 是 三 角 多 项 式 he, 1-0, +1, 土 2, … 的 有 
限 线 性 组 合 ), 则 序列 {(4wp, 9)} 收敛 .由 于 

| An] <] Ao] =|], 
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根据 一 个 容易 而 一 般 的 理由 ,得 知 I 上 的 算 子 序列 {4,} 弱 收 敛 
于 了 上 的 一 个 算 子 A. 
由 于 ,对 一 切 人 和 
(Acl, e) —lim (W™ APW"e,, e) 
=lim (W™ APW" "e, e) 
=]im (W APW"e;3, Ci) 


= (Åsby Ci) 
得 知 算 子 A 有 一 个 Laurent 矩阵 ， 从 而 它 是 一 个 Laurent 算 子 
(问题 193)， 如果 了 和 9 在 BP h, 则 
(PALF, D= Mef, 9) =lim (W"APW"f, 9 ~=(Af, 9), 


因此 对 E 中 每 一 个 FF 有 了 4 =4/ 结论 ，4 是 一 个 Laurent 
算 子 到 E 上 的 压缩 ,从 而 , 依 定 义 , 4 是 一 个 Toeplitz BT, 

怎样 从 4 的 矩阵 重新 得 到 诱导 ARAA ee 如 果 A=T,, NY 
4 一 了 rw， 所 以 2 的 诸 富 里 叶 系数 就 是 Ao 的 矩阵 的 0 列 的 诸 元 
K. 这 是 一 个 答案 ， 但 不 是 满意 的 答案 ; 人 们 自然 愿望 有 一 个 用 
4 而 不 是 用 Ao 来 表述 的 管 案 . 这 倒是 容易 的 。 mÆ i, j>0, W 

(Ae, e) = (Ae; 6) = (p, 45); 

3X AA X} 20, (p, 6) = (Abo, €) 
E. Xt j>0, (p, e) = (Ae, ĉo). 
结论 ，9 就 是 这 样 的 一 个 函数 ， 它 的 前 进 ( 即 具有 正 下 标 ) 的 富里 
叶 系 数 是 A 的 抹 阵 的 0 列 的 诸 项 而 其 后 退 的 富里 叶 系 数 是 该 矩 
RERI O 行 的 诸 项 ， 

为 了 证 明 系 1, 试 考察 

(Aei Cy) = (AUes, Ve) = (U*AUe;, e), 


为 了 证 明 系 2， 试 考察 如 果 g 是 有 界 可 测 函 数 ， 又 n 和 nn 十 上 
是 非 负 整数 , 则 
Cg, er) = (Ten, Enik) . 
WME T ERR, WP e> 0( 由 于 wa >0( 弱 )); 由 此 得 知 对 一 切 
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ACHE, Tak 0), (9, ex) =0, 从 而 0 一 0. 

# 195. 记 C= 全 并 令 Grp 表示 CO 的 (不 必 假 设 它 是 
Toeplitz 的) 34. mp 和 由 的 富里 时 展开 式 是 p= Di oe 和 由 
= 2 Bes, Att To AZ, 的 矩阵 分 别 是 <a W E, WA G, 
j> NBA 

Pitti = Yy F Bi 


证 明 是 直 捷 的 ， 由 于 


Yu > ai_xzx pp 
=0 
得 知 Yit 之 ol zz 
sn 
=B- t 2 0;.1 Basa 


= 0.1871 + a Oiek- 


= 0418 iat Vu, 
如 果 现 在 山 是 解析 的 , 则 对 EP 中 一 切记 有 
Pelf =T N =P@bf) =T of 
因此 了 ev 一 人 oo WE p" 是 解析 的 , 则 
TTy = (DyP yx) nT o 
这 证 明了 条 件 的 充分 性 以 及 问题 的 最 后 断 语 ， 反 过 来 , 如 果 乘 积 
TT, 是 一 个 Toeplitz 算 子 , 则 它 的 矩阵 是 一 个 Toeplitz 矩阵 ( 问 
$1194); 关于 Yuasa NRPS i, j> 时 恒 有 igba 
=0, Wik ER BS EA, DENH 40 有 aa=0 必 是 对 
一 切 j=0 有 BB_;-1 一 0, 而 这 又 等 价 于 所 期 望 的 结论 . 
说 到 定理 的 系 ,充分 性 是 显而易见 的 . 反 过 来 , 如 果 T T,= 
0, 则 由 于 0 是 一 个 Toeplitz 算 子 , 从 问题 195 得 知 gp" 或 由 至 少 有 
一 个 是 解析 的 且 op =0, 于 是 可 以 应 用 了 和 M. Riesz 定理 ( 问 
LOT) HFA. MR p 是 解析 的 , 则 峭 =0 如 果 也 是 解析 的 ， 
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则 p= OTE), 

RE 196. 从 某 些 定性 的 分 析 开 始 是 有 助 益 的 . 考虑 一 个 
Laurent i, 它 是 按 通 常 的 写法 , 当 行 向 下 降 时 , 行 下 标 增加 《从 
一 co 到 +00), 而 当 列 向 右 移 时 ， 列 下 标 增加 (从 一 ce 到 十 cc)， 
把 注意 力 国定 于 主 对 角 线 的 任 一 特定 的 元 素 ， 并 且 注 意 从 该 元 素 
开始 向 下 、 向 右 移 所 划 出 的 那个 单 向 无 穷 矩 阵 ， 从 一 个 固定 的 
Laurent 第 阵 用 这 个 方法 得 到 的 一 切 答 阵 有 相同 的 形状 ， 它 们 看 
起 来 全 都 象 相 应 的 Toeplitz EE. 直观 启示 我 们 , 当 所 选 定 的 对 
角 线 元 素 向 左上 方 移动 时 ， 所 得 的 Tosplitz 矩阵 胀 大 而 且 趋 向 于 
原来 的 矩阵 . 

这 情况 可 以 有 效 地 用 一 种 非 矩 阵 的 方法 描述 如 下 . 如 果 Ph 是 
到 {e-n e, Ca, Eo 6, ea, ooh 的 张 成 空间 上 的 投影 ，% 一 在 2, 
8,…， 则 每 一 个 Laurenf AF L Ek Toeplitz HAF PabPa 
的 强 极限 ， 由 于 P=W™%PW", 又 由 于 玉 与 上 可 交换 (因而 
WLW*=L), 7894 % 一 00 hh} W’PLPW" > LGR), 这 蕴涵 
WE T BMT LW Toeplitz AF, WW TPW* > LGR). 把 
这 个 结果 与 解 194 比较 是 有 益 的 ,在 那里 , BORAT. 

基础 已 经 准备 好 ， 现 在 可 以 着 手 证 明 Toeplitz 算 子 的 谱 包 含 
定理 了 。 只 须 证 明 , 如 果 0 是 工 的 一 个 近似 特征 值 , 则 它 也 是 了 了 
的 一 个 近似 特征 值 ， 由 一 个 明显 的 平移 推理 即 可 得 到 (关于 ) 非 0 
的 值 ( 的 结果 )。 因 此 假设 对 每 一 正 数 8， 存 在 一 个 单位 矢 fe 使 得 
lbp <e. HEME W”PW"f。->f. 且 丽 “TP 克 "六 一 
Lf. GE), WEA |Pws.|>1 B ILPW"sf.|<e n 充分 大 )， 
这 两 断 语 中 , 第 一 断 语 说 对 于 大 的 n, PWS, 几乎 是 一 个 单位 天 ; 
第 二 断 语 说 人 几乎 把 它 映 成 0。 由 此 知 , 如 所 预期 ，0 是 了 的 近 
似 特 征 值 . 

系 荆 现在 可 以 简单 地 给 予 证 明 . HT LEER, [L= 
r(L), 而 据 刚 才 证 明 的 结果 , r <r). hR LISIT & 


[ 注 ] 此 处 应 云 : “如 果 o" 是 解析 的 , 且 不 几乎 处 处 等 于 0 R p= 03 如 果 攻 是 解 
析 的 有 不 几乎 处 处 等 于 0, 则 9 一 咏 .一 一 译 者 注 . 


282 解 z 
向 不 等 式 以 前 已 经 证 明 ， 从 已 知 的 关于 乘法 的 范 数 的 事实 即 得 系 
1 

KFR2, WAL, 的 谱 仅 含 点 0, 则 Do 也 是 如 此 , 而 由 此 知 
p=0,. 
系 8 的 证 明 与 系 2 的 相似 ,如果 T, HBR, WL, 也 是 
如 此 , 而 由 此 知 w 是 实 的 ， 

系 4 的 证 明 与 解 172 的 证 明 同 ， 歼 (=-conv4(D)C 
cov d(c (PT) CW D, 

#197. E 是 一 个 函数 希 耳 伯 特 空间 , 为 此 , 它 有 一 个 核 函 
数 (问题 30). 记 起 这 些 是 有 用 的 ， 这 核 函数 是 什么 倒 无 关 重 要 . 
BM T, 从 H? 被 转移 到 HP 时 变 成 僻 ， 由 解 34 TF oF y 
十 ? 中 的 每 一 了 成 立 ， 如 果 4 是 一 个 复 (!) 数 ,|y| <1, WF) = 
(J, Ky); XH Fy)-OMBRYFLE, 把 9 固定 下 来 ， 置 
% 一 BS(y)， 暂 时 间 定 一 个 H? 中 的 元 素 7， 并 且 令 9 表示 由 9(%) = 
(G2) -AF@) RMR. BFI GU-N =, 得 
WILK. XMM (T, -AE 包含 于 K, 的 正 交 补 , 因此 它 是 
E? 的 一 个 真子 空间 , 从 而 和 属于 的 (压缩 ) 谱 ， 结 论 ; PCD) CC 
AT), PM GD) CAT,). 

逆 命 题 更 简单 ， 如 果 当 |z| <LI, A | (2) —A|Sd>0, 则 
/G@-)) 是 开 单位 圆 域 上 的 有 界 解 析 函 数 ， 由 此 得 知 它 与 一 个 
在 该 圆 域内 解析 且 泰 劳 系数 集 平方 可 和 的 函数 的 乘积 是 另 一 个 具 
有 同样 性 质 的 函数 ， 就 是 说 ， 它 诱导 出 一 个 竺 。 上 的 有 界 乘法 算 
子 .结论 ，T。 一 和 可 道 ,就 是 说 ,和 不 在 4(T,) 中 ， 

解 198. TÆRET At Toeplitz 算 子 没有 特征 值 。 

证 ， 只 须 证 明 如 果 p 是 一 个 实 值 有 界 可 测 函 数 ， 又 对 He 中 
K— fA Tf 一 0 则 非 =0 p=, HF o-f'=o'- fC HH 
AP (wf) =0), LAF SCH, Bmp f feH (问题 27)， 可 
EET oS S 是 实 的 ， 又 知 op. 产 "是 一 个 常数 ( 解 26)， 由 于 


| 六 Ta s, 有) 一 Gof, 1) =0BH Tef=0), AHH 
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必 是 0, F. AIM. Riesz 定理 (问题 127) 24 WAR f =O 即 wp, 户 =-0， 
如 果 f +0, W 只 能 在 一 个 零 测 度 的 集 上 取 值 0, 所 以 p=0, 

解 199. 如 果 史 是 一 个 实 值 有 界 可 测 函 数 ， 又 它 的 本 性 上 界 
FRÈ afe b, A) A(T, AME La, 8]. 

证 .如果 a 一 8， 则 op 是 常数 ， 一 切 都 是 显而易见 的 。 如 果 
a< 和 <B, 待 证 的 是 克 。-- 和 不 可 道 ， 假 定 其 反面 成 立 , BTA 可 
逆 , 则 经 过 一 个 不 涉 实质 的 符号 改变 , 可 假定 和 一 0。 由 此 知 , 作为 
可 逆 性 的 明显 的 小 小 推论 , eo ATT, WER, 从 而 存在 H? 中 一 
个 ( 非 0) 函数 了 使 得 T。f 一 eo, 其 意 即 p.j 一 6 上 再?， 等 价 地 说 
《请 记 起 对 一 切 2 有 eof(2) =1)p-f yy H BE oR AE H? 中 ; 下 一 步 
是 由 此 演绎 出 sgn p 是 一 个 常数 (因此 w>0 或 p<0 中 必 有 一 式 
几乎 处 处 成 立 )， 

由 于 9 是 实 的 ， BAS) <of. ht pS Af ae H 
中 ,问题 27 Ao ff CH, 于 是 解 26 可 以 适用 并 由 之 得 到 
off 几乎 处 处 等 于 一 常数 的 信息 .由 于 jz#0, 得 知 志 几乎 处 处 
不 等 于 0( 问 题 127) ， 从 而 史 几 乎 处 处 与 of. 产 的 常数 的 值 同 
号 . 

”用 原来 的 记号 表示 ， 刚 才 得 来 的 结果 就 是 说 sgn (9 一 是 党 
数 , 又 由 于 a< 和 <<B, 这 正 是 不 可 能 的 事 。 这 个 矛盾 证 明了 [a, 8 
CAT). 

反 向 不 等 式 是 容易 的 ， 由 于 o<p<f, FA a< L< 由 于 
当 (CHP HHA Tf=PLf, BA Cf, D= (PLojf, f= 
(ef, 万, 从 而 o<7,<8, ARAR AT,) Cle, 8]. 


ERAR] 问题 137 的 断 语 在 一 般 巴 拿 哈 空间 中 不 能 成 立 ; 紧 算 子 不 一 定 是 有 限 
秩 算 子 的 极限 。 参 看 

P. Enflo, Acta Math., vol. 180(1978), pp. 309~317; 

F. E. Alexander, Bull. London Math. Bec., vol. 6(1974), pp. 341 ~842. 
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一 次 正规 算 子 , 问 156, fp 156 
~H F, [Al 60 
相似 性 Similarity: 
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144, 解 144 
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加 权 移 位 的 ~ 问 77, fe 77 
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谱 型 (spectraloid) 算 子 , 问 174 
谱 映 射 (spectral mapping) €, [A] 59, 
f 59 


引 297 


ATERAT, [E] 97, 解 97 
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算 子 Operator, 序 
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